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0.1 Riassun to

La variet�a e peculiarit�a dei comportamenti che gli esperimenti sul fullerene evidenziano sono un
forte stimolo allo sviluppo e al ra�namen to di modelli teorici che ne permettano la comprensione,
dalla molecolaisolata, al solido molecolareche forma e in�ne ai composti con altri elementi. L'al-
to grado di simmetria della molecolacomporta un'elevata degenerazionedei livelli molecolari: in
particolare il pi�u alto orbitale pieno (HOMO) e il pi�u bassoorbitale vuoto (LUMO) sonodegeneri
5 e 3 volte rispettivamente. Questa degenerazione�e un ingrediente importante per la comprensio-
ne di fenomeni quali la superconduttivit�a di C60 drogato con metalli alcalini (con temperature di
transizione Tc di qualche decinadi Kelvin), transizioni metallo-isolante di Mott, e ferromagnetismo
organico (in assenzadi elettroni d e f ). Tali fenomeni possonovenire descritti mediante modelli
dove l'accoppiamento elettrone-fononee la repulsionecoulombiana giocanoentrambi un ruolo cru-
ciale. L'in terazione coulombiana, gi�a studiata per la banda originata dal LUMO, occupata dagli
elettroni \donati" dal metallo alcalino, richiede un'analisi dettagliata per la banda originata dal-
l'HOMO, drogata con buche: quest'analisi costituisce il contenuto della presente tesi, pubblicato
in referenza[1].

La banda di valenzadel C60 solido �e generatadal movimento delle buche che \saltano" tra orbi-
tali molecolari. L'in terazione coulombiana, nello spirito di un modello di tip o Hubbard, rispecchia
il carattere molecolaredel solido e va dunque innanzitutto caratterizzata nella molecola isolata.
Attra versomanipolazioni formali basate sulla simmetria molecolare, identi�c hiamo i 5 parametri
che permettono di descrivere completamente l'in terazione coulombiana tra buche nell'HOMO, di
simmetria hu (da confrontarsi con i 2 parametri su�cien ti a caratterizzare completamente la stessa
interazione per il LUMO, di simmetria t1u ). Determiniamo il valore di tali parametri per mezzo
di una seriedi calcoli da principi primi, all'in terno del formalismo della teoria del funzionale den-
sit�a, in approssimazionedi densit�a locale (LDA). Mediante il metodo della \constrained LDA",
calcoliamovarie con�gurazioni di Cn +

60 , che determinano i parametri coulombiani per confronto con
l'espressioneanalitica del valore di aspettazione dell'energia totale nell'hamiltoniana modello. In
questo modo, i risultati ottenuti includono l'e�etto dell'\assestamento" degli altri elettroni della
molecolanelle diversecon�gurazioni, e quindi dello schermaggio. Abbiamo calcolato anche il caso
semplice del LUMO, ottenendo risultati simili a quelli disponibili in letteratura. In particolare
otteniamo un'in tensit�a della repulsionemedia tra elettroni (buche) U ' 3 eV, mentre i parametri
che esprimono la separazionetra i multipletti a �ssato numero di buche/elettroni (analoghi agli
stati atomici di con�gurazioni degeneri) risultano dell'ordine di 0:1 eV, pi�u elevati per l'HOMO
che per il LUMO. Confrontando la repulsionecoulombiana con l'attrazione indotta dall'in terazione
elettrone-fonone,confermiamoche quest'ultima �e su�cien temente forte da rovesciarel'ordinamen-
to dei multipletti coulombiani degli ioni negativi, mentre scopriamoche la regoladi Hund imposta
dall'in terazione elettrone-elettrone rimane valida negli ioni Cn +

60 , che hanno stati fondamentali a
spin massimo.

Nelle fulleriti solide, l'elevato valore di U (che considerandolo schermaggiodovuto alla polariz-
zazionedel cristallo si attesta a circa tre volte l'ampiezza di banda { � 0:5 eV) pone il sistema
in prossimit�a di una transizione metallo-isolante di Mott-Hubbard. In questa situazione di forte
correlazioneil modello BCS �e di dubbia applicabilit�a. �E comunque ragionevole che gli stati mole-
colari a bassospin delle fulleriti cariche negativamente siano pi�u favorevoli alla superconduttivit�a
che gli stati ad alto spin degli ioni positivi, i quali nel solido tenderanno a favorire piuttosto sta-
ti magnetici. Questo risultato �e inatteso alla luce dei recenti dati (Sch•on e collaboratori) di Tc

superconduttiva pi�u alta per C60 carico positivamente che negativamente.



Capitolo 1

In tro duzione

1.1 Fullereni, C60 e simmetria icosaedrica

Il C60 �e un membro particolarmente stabile e simmetrico di una famiglia di sostanze,i fullereni, co-
stituiti da atomi di carbonio. Questenuove forme allotropichedel carbonio sonomolecolecostituite
da un foglio gra�tico di atomi, ibridizzati essenzialmente sp2, per cos�� dire \appallottolati", a dare
una struttura tridimensionale approssimativamente sferica. Per le suecaratteristiche, il C60 �e tra
i fullereni pi�u interessanti e studiati, ed �e di essoche ci occupiamo in questo lavoro. Costituito da
60 atomi di carbonio distribuiti secondoi vertici di un icosaedrotroncato (�g. 1.1), �e una molecola
che a partire dalla suascoperta (1985) [2], ha suscitato grande interesse.All'iniziale stimolo legato
essenzialmente alla suggestiva simmetria del sistema, tra l'altro (ad eccezionedei gruppi assiali)
corrispondente al pi�u ricco gruppo di simmetria puntuale in tre dimensioni (il gruppo icosaedrico
I h �e costituito da 120 elementi), si sono aggiunti quelli derivanti dall'esperienza, in particolare
da quando si �e riusciti a produrre il C60 in quantit�a su�cien te per avere solidi di dimensioni tali
da permettere l'applicazione dei metodi d'indagine utilizzati tradizionalmente negli esperimenti di
stato solido. Tra i fenomeni di maggiore rilievo (e interesse)si �e trovato che intercalando atomi
di metalli alcalini nel C60 solido ha origine un comportamento metallico, e in particolare alcuni

Figura 1.1: Molecola di C60, struttura geometrica.
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di questi sali ionici (fulleriti, C60 drogato con metalli alcalini, alcalini-terrosi) sono anche super-
conduttori, con temperatura di transizione Tc elevate, ad esempio33 K per RbCs2C60 e 40 K per
Cs3C60 sotto pressione. L'in teresseper questi fenomeni �e legato al fatto che le fulleriti si presen-
tano come una nuova classedi superconduttori, per la quale pare improbabile che il meccanismo
dell'accoppiamento elettrone-fonone,cardine della teoria convenzionale,possaspiegareda solo le
caratteristiche riscontrate, incluse le stessetemperature di transizione elevate. L'alto grado di sim-
metria del sistema,e la conseguente presenzadi una degenerazionedi ordine elevato, rendedi�cile
applicare allo studio di questi sistemi i metodi di analisi convenzionali, almeno quelli che non trat-
tano la degenerazionedei livelli energetici in modo adeguato. Inoltre, molte delle scaleenergetiche
(energie di banda, frequenzefononiche, interazione elettrone-fonone, repulsione elettronica) sono
confrontabili, e questo complica la comprensionedi tali fenomeni in termini di semplici modelli
teorici.

Lo studio delle caratteristiche del fullerene e delle fulleriti si �e quindi orientato verso la ricerca
delle interazioni che potesseroportare alla comprensionedi questa fenomenologia, cercando di
pari passo di giusti�care i metodi che man mano vengono utilizzati. In particolare, dato che
il fullerene solido e le fulleriti sono solidi molecolari, la comprensionedelle caratteristiche della
molecola singola �e ritenuta particolarmente rilevante. Si �e evidenziato che nelle fulleriti il ruolo
degli atomi dei metalli alcalini e delle vibrazioni a loro legatenon �e particolarmente rilevante, dato
che non si �e registrata ad esempiouna dipendenzavisibile tra temperatura di transizione e la massa
isotopica dei metalli alcalini, cosada attendersi invecese tali vibrazioni fosserodeterminanti per
la superconduttivit�a. Questosuggerisceche alla basedella superconduttivit�a nelle fulleriti ci siano
le caratteristiche molecolari del C60, e in particolare degli orbitali molecolari (e delle bandeche ne
derivano nel solido) pi�u direttamente interessati al trasferimento di elettroni dal metallo alcalino
al C60, nonch�e dalle vibrazioni molecolari. Naturalmente, la temperatura critica dipende dal
metallo alcalino, ma principalmente attra verso la di�eren te disposizionecristallina della molecole
indotta dall'atomo dopante, e ancorapi�u in particolare dal parametro reticolare che contribuisce a
caratterizzare la struttura del solido [3]. L'in teresseper lo studio della banda coinvolta nel casodi
dopingad opera di metalli alcalini e degli orbitali molecolari che la generano,triplicemente degeneri
e di simmetria t1u , �e quindi giusti�cato. La debolezza dei legami tra le molecole nel solido fa
ragionevolmente ritenere che molte delle propriet�a degli orbitali molecolari si possanotrasferire con
lievi variazioni sulla banda in questione: questa risulta relativamente stretta (' 0:5 eV), e questo
pone il problema di determinare il ruolo dell'in terazionecoulombiana tra gli elettroni nell'orbitale,
dell'in terazione residua nel solido, e nella comparsae nelle caratteristiche della superconduttivit�a.
Il ruolo dell'in terazionecoulombiana �e determinante anche per altri fenomeni, inclusi la transizione
metallo-isolante di Mott, e il ferromagnetismo (di per s�e fenomeno sorprendente in assenzadi
orbitali d e f ), riscontrati anche questi in diversi composti del C60.

Dato che la maggiore fonte sperimentale di evidenze in ambito superconduttivo viene dalle
fulleriti drogate con donori di elettroni, l'attenzione si �e concentrata principalmente sullo studio
delle caratteristiche degli orbitali molecolari LUMO (Lowest Unoccupied Molecular Orbital) (di
simmetria t1u ), perch�e sono gli orbitali dove trovano collocazionegli elettroni trasferiti dai me-
talli alcalini. A questo riguardo, sono stati studiati sia l'in terazione elettrone-fonone,e quindi gli
accoppiamenti con i modi normali molecolari, che l'in terazione elettrone-elettrone. Nel corso di
questo lavoro di tesi applicheremo il metodo che abbiamo scelto allo studio dell'in terazione cou-
lombiana tra elettroni in un orbitale di tip o t1u , e otterremo anche cos�� una stima dell'a�dabilit� a
del procedimento, potendo confrontare i risultati del nostro calcolo con quelli disponibili in lette-
ratura, ottenuti con metodi di�eren ti. Il bilancio tra le due interazioni antagoniste verr�a discusso
brevemente nel seguito, con riferimento ai risultati ottenuti.

Lo stessostudio per gli orbitali HOMO (Highest Occupied Molecolar Orbital) �e inveceun ar-
gomento nuovo. Gli orbitali HOMO del C60 sono cinque volte degeneri di simmetria hu , caso
pi�u complessodi quello del LUMO. La scarsit�a di evidenzesperimentali circa eventuali propriet�a
rilevanti del Cn +

60 (ioni in cui n elettroni vengonoceduti dall'HOMO), ha reso poco attraente af-
frontarne la complessit�a. Un rinnovato interesse�e nato in seguitoallo sviluppo di un procedimento
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per il \drogaggio" di isolanti molecolari, incluso il C60, basato sull'utilizzo di un dispositivo FET
(Field E�ect Transistor), che permette di indurre carica (sia elettroni che buche) in uno strato
super�ciale, senzala necessit�a di utilizzare atomi (o molecole)estranei ([4], [5]) . Gli stessiautori
hanno rip ortato la comparsadi superconduttivit�a sia nel casodi doping con elettroni (analogo a
quello delle fulleriti) che con buche, e soprendentemente pi�u marcata (con temperatura di tran-
sizione pi�u elevata) nel caso del drogaggio con buche. Nonostante tali risultati siano ancora in
attesa di riscontri indipendenti, �e nato un certo interessead un'analisi del Cn +

60 analoga a quelle
gi�a compiute per lo ione negativo. In particolare, oltre ad un eventuale confronto tra i dati speri-
mentali comunicati e un modello teorico, �e interessante veri�care se lo stessotip o di indagine che
ha permessodi riconoscerei meccanismimicroscopicicompatibili con la superconduttivit�a nel caso
negativo, porta a conclusioni coerenti con i dati sperimentali anche nel casopositivo. In casodi
disaccordo,e qualora i dati sperimentali fosseroconfermati ci troveremmonella situazionedi dover
stabilire se la superconduttivit�a abbia origine di�eren te nei due casi, e quale modello sia meglio
applicabile alle fulleriti.

1.2 Struttura elettronica

La struttura elettronica del C60 �e alla basedello studio di molte delle propriet�a sia della molecola
isolata che del solido. Risultati in proposito sono stati ricavati, e sono disponibili in letteratura,
con diverso grado di approssimazioneapplicando metodi di indagine di�eren ti [6], [7], [8]. Qui
intro duciamo la struttura elettronica molecolare in maniera qualitativ a, ma sicuramente e�cace
per intro durre in modo chiaro i concetti di cui faremo usopi�u volte nel corsodi questaesposizione,
e principalmente di comprenderela procedura di indagine seguita che descriveremoin un capitolo
successivo.

I 60 atomi della molecolasonodisposti secondoi vertici di un icosaedrotroncato, che possiamo
considerarein prima approssimazionecomeuna struttura sferica con diametro di circa 7 �A. Qua-
litativ amente, basandoci su alcune delle somiglianzetra gli \arrangiamenti" degli atomi nelle due
forme, possiamopensareal fullerene comeuna piccola porzione di un \foglio" di gra�te \a vvolto"
su di una super�cie sferica. Per semplici vincoli geometrici, la struttura della gra�te, costituita da
esagoniregolari, deve modi�carsi, e nel casodel C60 si \trasforma" in quella icosaedrica,con dodici
pentagoni alternati a 20 esagoniin modo che tutti gli atomi sonotra loro equivalenti. Ogni atomo
fa parte di una \catena" pentagonale e di due esagonali. Qualcosacambia evidentemente anche
nei legami chimici tra gli atomi. Cos��, i 90 legami chimici si possonodividere in due classi, quelli
che costituiscono il lato comune di due esagoniadiacenti, e quelli che formano il lato di un esagono
e di un pentagono adiacenti, che risultano (sia da calcoli teorici che da analisi sperimentali) di
lunghezzadi�eren te, con un valore medio di circa1.44 �A. Questi legami coinvolgono 180 elettroni
in orbitali molecolari � -bonding sp2 che leganogli atomi di carbonio come in un foglio di gra�te,
anche sela deviazionedalla geometriaplanare nel C60 ne altera lievemente il carattere. I rimanenti
60 elettroni sonodistribuiti in orbitali molecolari prevalantemente di tip o � , che traggono origine
dagli orbitali di tip o \ pz" degli atomi del carbonio, orientati in direzione radiale. Questi orbitali
concorronoa formare un insiemedi orbitali molecolari (MO) delocalizzati, la cui formazione per-
mette un guadagnoenergeticoaddizionale all'in tera struttura, che contribuisce a determinarne la
stabilit�a. La struttura elettronica che siamointeressatia descrivere�e quella legata a questi orbitali
molecolari � .

Proseguendolungo la linea indicata sopra, adottiamo una descrizionedella struttura elettronica
che sfrutti in prima approssimazionela forma \quasi-sferica" della molecola. In altri termini,
scegliamouna descrizionebasata su orbitali ad un elettrone (trascurando quindi per il momento
le interazioni tra gli stessi), trattando gli elettroni � come particelle indipendenti che \v edono"
un potenziale medio a simmetria sferica, considerandola corrugazionedel potenziale dovuto agli
atomi di carbonio comeperturbazione con simmetria icosaedrica.

Finch�e si trascura il campo icosaedrico,gli stati � di singolo elettrone si possonoclassi�care in
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Figura 1.2: Struttura elettronica degli orbitali molecolari del C60. In evidenzaHOMO, LUMO e
le rappresentazioni irriducibili del gruppo icosaedricoa cui appartengonogli orbitali (da ref. [9]).

termini delle armoniche sferiche di tip o atomico YLm , con energia

E(L ) =
L (L + 1)
2meR2 ; (1.1)

con me massaelettronica, e R raggio medio della shell sferica. In tal modo, dei 60 elettroni � , 1
per ogni atomo, 50 riempiono completamente gli orbitali molecolari �no a quello corrispondente a
L = 4. I rimanenti 10 occupanola shell corrispondente a L = 5, senzariempirla completamente.

Ora, la presenzadel campo icosaedricoriduce la simmetria: dal punto di vista della teoria di
gruppi le rappresentazioni irriducibili del gruppo sferico, etichettate da L , diventano in generale
riducibili nel sottogruppo icosaedrico,e si decompongonopertanto in rappresentazioni irriducibili
del sottogruppo. In questo,senso,gli orbitali \sferici" per L = 0; 1; 2 corrispondonoa rappresenta-
zioni irriducibili del gruppo icosaedricoI h , nell'ordine, di tip o ag, t1u , hg. Gli stati corrispondenti
ad L = 3 vengonoinvecedecomposti secondole rappresentazioni icosaedriche t2u � gu , quelli con
L = 4 in gg � hg, e quelli con L = 5 in t1u � t2u � hu , come indicato in �gura 1.2. In accordo
con i risultati sperimentali e con approcci teorici pi�u ra�nati, l'orbitale completamente occupato
di energiapi�u elevata (HOMO) �e di simmetria hu , mentre l'orbitale non occupato con energiapi�u
bassa(LUMO) �e di simmetria t1u . L'HOMO �e dunque 5 volte degenereorbitalmente, pu�o dunque
alloggiare tutti e 10 gli elettroni residui, risultando completamente pieno, e separatoda un gap di
energiadi circa 2 eV dal LUMO. Sperimentalmente, la determinazionedel gapnella molecolanon
�e semplice,per cui il valore rip ortato �e solo indicativ o. Pi �u accurati sono i valori del potenziale
di prima ionizzazione,7.58 eV, e dell'a�nit� a elettronica, 2.65 eV. Questi due orbitali molecolari
sonoquelli a cui rivolgiamo l'attenzione in questolavoro, dato che il primo �e quello da cui vengono
sottratti elettroni (o equivalentemente a cui vengonoaggiunte buche) producendo ioni positivi di
C60, e il secondo�e il livello di a�nit� a che alloggia gli elettroni aggiunti negli ioni negativi.

Questotip o di descrizione�esicuramente approssimativa, ma permette di chiarire in modo sempli-
ceil quadro entro il qualesi sviluppa il lavoro condotto; in particolare, l'attenzione sar�a concentrata
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su HOMO e LUMO, assumendoche gli orbitali molecolari legati pi�u profondamente subiscanopic-
cole modi�cazioni nel passaggiodalla molecola isolata allo ione e da uno stato ionico all'altro, e
terremo conto degli aggiustamenti di tali orbitali interni in modo e�cace attra versoi loro contributi
alle grandezzeche calcoliamoper gli elettroni esterni. Inoltre, anche sequestonon �e il casodi cui ci
occuperemoin questolavoro, vogliamo sottolineare che struttura elettronica nella molecolarimane
signi�cativ a, pur con qualche modi�ca, anche per il solido. In e�etti, la debolezzadei legami che si
instaurano tra molecolenel solido, non porta alla creazionedi bandenel sensoproprio del termine.
Sperimentalmente, in e�etti, non �e stata evidenziata una relazione di dispersionein funzione del
momento dell'elettrone nel cristallo (K ), tipico delle strutture cristalline: questo �e conseguenza
del disordine orientazionale delle molecole nella struttura fcc del solido, che rompe l'in varianza
traslazionale del sistema. In ogni caso,l'identi�cazione di HOMO e LUMO, cos�� come le loro se-
parazione,ampiezzae simmetria restanosigni�cativ e anche nel casodel solido. Infatti, ad esempio
esperimenti di fotoemissionedal solido mostrano delle strutture riconducibili a HOMO e LUMO,
di circa 0.5 eV di larghezza,separati da un gap di circa 1.6 eV. Particolarmente signi�cativ o per
la studio che conduciamo�e il valore della costante dielettrica del solido, circa 4.0, a suggerireun
ruolo importante di e�etti di screening.

1.3 Scopo e strategia del calcolo

Con il presente lavoro ci proponiamo di studiare l'in terazione coulombiana a cui sono soggettele
buchenell'HOMO del C60. Comeaccennatonellesezioniprecedenti, il comportamento del fullerene
e dei composti che forma dipendein modo cruciale dall'azione congiunta di interazioni di varia na-
tura che intervengononella molecola. La comprensionedelle principali caratteristiche manifestate
dai di�eren ti composti studiati ha richiesto lo sviluppo di modelli progressivamente pi�u ra�nati, e
la considerazionedelle interazioni fondamentali in modo semprepi�u accurato. Ad esempio,�e stato
riconosciuto il ruolo fondamentale delle vibrazioni intramolecolari ed in particolare il ruolo decisivo
dell'e�etto Jahn-Teller in una molecoladi questacomplessit�a e con l'elevato ordine di degenerazio-
ne permessodalla simmetria icosaedrica.D'altra parte la debolezzadei legami che si instaurano tra
le molecolenel C60 solido non permette una descrizioneche trascuri le conseguenzedi una essen-
ziale localizzazionedegli elettroni, anche quelli meno legati, come confermato dal riconoscimento
che alcune fulleriti si trovino in prossimit�a (da ambo i lati)di una transizione metallo-isolante di
Mott [10]. Questo aspetto ha spinto ad approfondire lo studio dei due meccanismiprincipali di
interazione tra gli elettroni, quella elettrone-elettrone e quella elettrone-fonone. Nei composti del
fullerenecon metalli alcalini lo studio del LUMO ha permessodi concludereche l'e�etto combinato
di queste due interazioni �e compatibile con la comparsadi fenomeni superconduttivi [11], che �e
essenzialmente riconducibile a un'elevata repulsione coulombiana locale, unita ad un'in terazione
di scambio e�ettiv a attrattiv a, riconducibile all'accoppiamento Jahn-Teller. Le recenti evidenze
sperimentali relative a situazioni in cui un ruolo chiave �e svolto dagli ioni positivi del C60 pongono
la questione della estendibilit�a all'HOMO dei risultati ottenuti per il LUMO. La degenerazione
ancora pi�u elevata pu�o determinare signi�cativ e di�erenze, ma la direzione pu�o esserecompresa
soloconfrontando tra loro le intensit�a delle di�eren ti interazioni per questi orbitali. La conoscenza
dell'in terazione coulombiana per buche nell'HOMO �e l'ingrediente mancante per poter condurre
per questi orbitali lo stessodiscorso fatto per il LUMO. Infatti, lavori precedenti in letteratura
hanno analizzato il ruolo delle vibrazioni intramolecolari e degli accoppiamenti Jahn-Teller per
buche nell'HOMO ([12], [13]), e questopermetter�a al termine di questo lavoro di cercaredi trarre
qualche conclusionepi�u signi�cativ a.

La strategia scelta ri
ette la necessit�a di ottenere risultati realistici per gli ioni molecolari. Se
si determinasserogli integrali coulombiani che esprimono l'in terazione tra le buche su un oppor-
tuno set di orbitali HOMO, sarebbe di�cile tenere conto dello screening: abbiamo decisoquindi
di utilizzare un procedimento di�eren te, meno rigido. Per poter includere, almeno parzialmente,
gli e�etti di screening intramolecolari dovuti alla polarizzabilit�a degli orbitali molecolari pieni in
conseguenzadi una variazione nella carica degli orbitali pi�u esterni, abbiamo pensatodi sfruttare
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una doppia descrizionedel sistema. Una volta ottenuta, attra verso una opportuna hamiltoniana
modello, una descrizionedella molecola ed una caratterizzazione completa dell'in terazione cou-
lombiana sfruttando le caratteristiche di simmetria, determiniamo i parametri che esprimono in
questomodello l'in terazione confrontando i valori di aspettazione dell'energia totale della moleco-
la (ione) con i valori della stessagrandezzaottenuti con un calcolo da principi primi (ab initio ).
In particolare, nell'ambito della teoria del funzionale densit�a (Density Functional Theory, DFT),
utilizziamo il procedimento della constrained LDA, per poter selezionareun numero di con�gu-
razioni elettroniche di�eren ti su�cien te alla completa caratterizzazione dell'in terazione nei livelli
considerati.

Il calcolo �e basato su confronti, e quindi di�erenze di energie totali calcolate in stati dove la
carica �e cambiata negli orbitali (HOMO/LUMO) d'in teresse,e il campo autoconsistente di tutta
la carica elettronica ha avuto modo di rilassare completamente (calcolo di tip o �-SCF). In tal
modo la polarizzazionedegli stati molecolari pieni �e tenuta debitamente in conto, mentre restano
evidentemente esclusi da questa trattazione e�etti di screening di tip o di�eren te che diventano
rilevanti nel casodel solido, dovuti alla polarizzazionedelle molecolecircostanti o a trasferimenti
di carica, ma anche e�etti legati al rilassamento geometrico della molecola. Il calcolo viene ef-
fettuato a �ssata geometria del sistema, cosaquesta per certi versi limitan te, ma necessariaper
poter separarei contributi coulombiano e di interazione elettrone-fonone. Nella discussioneterre-
mo conto in un secondomomento dell'in terazioneelettrone-fonone(basandoci sugli accoppiamenti
calcolati in ref. [13]), utilizzando da un lato l'approssimazioneantiadiabatica, che attra versol'ap-
plicazione della teoria delle perturbazioni al secondoordine ne permette la descrizionein termini
di una interazione elettrone-elettrone e�cace, mediata dai fononi. In questo modo evidenziamo
le conseguenzesulle caratteristiche spettrali della molecola e degli ioni delle due interazioni, sia
singolarmente che combinate. Completiamo la discussionecon i risultati dell'analisi del sistemain
approssimazioneadiabatica, pi�u indicata data l'entit�a degli accoppiamenti che si riscontrano nel
C60, poich�e l'in tegrazionetra le due trattazioni permette di avere una descrizionepi�u realistica.



Capitolo 2

Simmetria dell'in terazione
coulom biana

Comeanticipato nell'in tro duzione,nell'in terpretazione di molte delle propriet�a del fullerene e delle
fulleriti �e importante lo studio dell'in terazione coulombiana tra gli elettroni delle shell pi�u esterne.
Lo scopo di questo capitolo �e di giungere ad una formalizzazione di questa interazione basata
sulla simmetria. Prima di entrare in dettaglio nell'esposizione, cerchiamo di evidenziare alcuni
aspetti del tutto generali dell'in terazione coulombiana, e per farlo riassumiamobrevemente i fatti
elementari analoghi del casoatomico.

L'in terazionecoulombiana tra gli elettroni negli atomi ha un ruolo importante e ben identi�cabi-
le. La con�gurazione elettronica di un atomo a pi�u elettroni viene determinata in modo essenziale
dall'e�etto congiunto dell'in terazione coulombiana e l'in terazione spin-orbita tra gli elettroni della
shell esternanon piena. Tipicamente, un elettrone di una shell esternanon completa di un atomo si
trova in un campo coulombiano dovuto al nucleo e alla distribuzione di carica degli altri elettroni,
che non pu�o considerarsia simmetria sferica. Mentre la distribuzione di carica complessiva delle
shell chiuse (di core) viene vista da un elettrone esternocomesfericacon ottima approssimazione,
la distribuzione di carica degli altri elettroni che occupano la medesimashell incompleta si scosta
sensibilmente dalla simmetria sferica, e questo intro duce una dipendenzadell'energia degli stessi
elettroni esterni (e quindi anche dell'atomo), dal moto relativo di tali elettroni. Cos��, tra i possibili
\arrangiamenti" dei diversi elettroni nella shell, la con�gurazione ad energiaminima, lo stato fon-
damentale dell'atomo, �e determinata da tali interazioni. Inoltre, l'equilibrio tra questa interazione
coulombiana e l'in terazione spin-orbita determina la struttura �ne dei multipletti atomici che si
ri
ette nelle caratteristiche dello spettro. Per quanto riguarda lo stato fondamentale, l'in terazione
coulombiana porta all'implementazione di due prescrizioni (empiriche), note comeregoledi Hund,
valide per atomi in \regime" di accoppiamento LS, dove la spin-orbita �e una piccola correzionealle
energiecoulombiane. Secondotali regole,si ha che:

1) L'inter azionecoulombianaproduce una tendenzaper i momenti angolari di spin degli elettroni
della shell esterna ad accoppiarsi in modo che la grandezzadel momento angolare totale di spin S
sia costante, e l'energia pi�u bassasi ha per lo stato con S massimo.

2) L'inter azionecoulombianaproduce una tendenzaper i momenti angolari orbitali degli elettroni
della shell esterna ad accoppiarsi in modo che la grandezzadel momento angolare orbitale totale L
sia costante, e l'energia pi�u bassasi ha per lo stato con L massimo, compatibilmente con la prima
regola e il principio di esclusionedi Pauli.

Nel casoatomico, in accoppiamento LS, lo stato fondamentale �e contraddistin to quindi dai mas-
simi valori di S ed L compatibili con le richiestesulla simmetria della funzione d'onda complessiva
dello stato. Una terza regola precisa l'ordinamento dei livelli separati dall'in terazione spin-orbita,
che per�o �e irrilev ante per i nostri scopi, dato che nel fullerene questa �e estremamente piccola [14].

9
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Passandodall'atomo alla molecola,in generalele stesseconsiderazioniqualitativ e appenarichia-
mate si possonoapplicare all'in terazionecoulombiana, che per�o non �e la solapresente. Ad esempio,
�e a causadella prima regola di Hund che lo stato fondamentale della molecoladi O2 �e un tripletto
di spin. Recuperando l'analogia tra la molecolaicosaedricadel C60 e un atomo a simmetria sferica
a cui ci siamoappoggiati nella sezione1.2per descriverela struttura dei livelli energeticidella mole-
cola, possiamopensareche nel casodegli ioni Cn �

60 , con 1 < n < 5 per gli ioni negativi, e 1 < n < 9
per gli ioni positivi, ci si trovi in condizioni analoghe. Gli elettroni degli HOMO degenerinel caso
del Cn +

60 (i LUMO per il Cn �
60 ) sonosoggetti ad interazioni che possonoportare ad implementare le

regoledi Hund similmente a degli elettroni in shell atomiche d=p incomplete. Vi sonoper�o alcune
di�erenze rispetto al casoatomico. Da un lato per le dimensioni della molecola molto maggiori
di quelle atomiche e per la delocalizzazionedegli orbitali elettronici coinvolti, le interazioni tra
elettroni sono prevedibilmente ridotte rispetto al casodegli atomi. D'altra parte, nella molecola,
oltre ai gradi di libert�a elettronici, si hanno i gradi di libert�a aggiuntivi dei nuclei, e quindi lo stato
fondamentale �edeterminato non solodall'in terazionecoulombiana elettrone-elettrone, ma ancheda
un eventuale rilassamento della molecolastessa,determinato dall'in terazione elettrone-fonone. In
particolare, in presenzadi degenerazionedi ordine elevato (cinque per l'HOMO, tre per il LUMO)
comenel fullerene, ci si attende che un ruolo chiave possaesseredato dall'e�etto Jahn-Teller, che
compete con l'in terazione coulombiana nella determinazionedelle propriet�a dello stato fondamen-
tale e dello spettro, comegi�a evidenziato in vari lavori in letteratura per gli ioni Cn �

60 . Su questo
aspetto comesu altri ad essoconnessitorneremo nel capitolo 6, una volta ricavati i risultati per il
Cn +

60 , quando potremo fare qualche considerazionepi�u quantitativ a. Per il momento, proseguiamo
con il discorsocirca l'in terazione coulombiana.

L'in terazione coulombiana elettrone-elettrone �e una forma di interazione a due corpi che in
termini del formalismo della secondaquantizzazione, si pu�o scrivere, in tutta generalit�a, come

He� e =
1
2

X

� ;� 0

X

mm 0

nn 0

w� ;� 0(m; m0; n; n0) ĉy
� m ĉy

� 0m 0 ĉ� 0n 0ĉ� n : (2.1)

In questa espressione,̂cy
� m e ĉ� m rappresentano i consueti operatori di creazionee distruzione di

un elettrone (buca) nell'orbitale ' � m indicizzato dai numeri quantici orbitali e di spin m e � . La
sommacorre su tutte le possibili coppiedi elettroni di un genericosistema. In particolare i termini

w� ;� 0(m; m0; n; n0) =
Z

d3r
Z

d3r 0' �
m� (r )' �

m 0� 0(r 0)u� � 0(r ; r 0)' n� (r )' n 0� 0(r 0): (2.2)

sono gli elementi di matrice (diretto e di scambio) dell'in terazione coulombiana, che esprimono
l'in tensit�a dell'in terazione tra due elettroni appartenenti agli orbitali indicati. Il kernel u � � 0(r ; r 0)
rappresenta la forma esplicita del termine di interazione, dipendente dal particolare sistema con-
siderato. Nel casodi cariche puntiformi nel vuoto, la forma �e quella del potenziale coulombiano

q2

4� � 0 j r � r 0j , mentre in generalesi pu�o trattare di un potenzialee�cace espressionedelle caratteristi-
che particolari dello schermaggio del sistema a cui si riferisce. Se il sistema �e invariante rispetto
alle operazioni di un gruppo di simmetria, la teoria dei gruppi ci viene in aiuto. Dato che se un
sistema gode di propriet�a di simmetria la sua hamiltoniana deve essereinvariante rispetto alle
operazioni del gruppo corrispondente, gli autostati del sistema possonoessereindicizzati in base
alle rappresentazioni irriducibili del gruppo, e in particolare la degenerazionedi ciascunostato �e
uguale alla dimensione della rappresentazione irriducibile (in assenzadi eventuali degenerazioni
di altra natura). Ad esempio,per elettroni in un orbitale atomico (2l + 1)-degeneredi momento
angolare orbitale l , la teoria dei tensori sferici permette di ridurre il numero degli integrali cou-
lombiani necessariper caratterizzare completamente l'in terazione tra gli elettroni di un orbitale a
l + 1 parametri, ad esempioi parametri di Slater [15] F (0) : : : F (2 l ) .
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2.1 In terazione coulom biana: Mo dello

Il primo passonella procedura di analisi dell'in terazione coulombiana �e quello della de�nizione
di una Hamiltoniana modello per la descrizionedel problema. Prima di passarealla espressione
particolare considerata, alcune osservazioni preliminari. Innanzitutto ricordiamo che lo scopo di
questo lavoro �e lo studio della interazione coulombiana delle buche (elettroni) nei livelli HOMO
(LUMO) di una molecola isolata di C60, anche se l'in tero lavoro �e orientato ad una successiva
\estensione" al casodel solido. L'Hamiltoniana deve descrivere quindi una sola molecola(ione) di
fullerene, pensatacomeun \sito" in un modello reticolare di tip o Hubbard. La forma generaleper
l'Hamiltoniana pu�o allora esserescritta comesommadi fattori:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ vib + Ĥe� vib + Ĥe� e (2.3)

Ovviamente, oggetto di questo lavoro �e essenzialmente il termine Ĥe� e che descrive l'in terazione
coulombiana, ma in questa faseiniziale �e opportuno collocare il lavoro nella corretta prospettiva.
La forma analitica assunta dai singoli termini �e conseguente ad alcune assunzionisempli�cativ e.
Innanzitutto, dato che le propriet�a cui siamo interessati sono caratterizzate da bassaenergia di
eccitazione,assumiamoche gli elettroni e�ettiv amente coinvolti nei fenomeni sotto investigazione
sianosoloquelli dei livelli esternioccupati (HOMO-LUMO), echegli orbitali interni, corrispondenti
a shell chiuse, non intervenganonella determinazione del comportamento �sico della molecola se
non attra verso una rinormalizzazione dei parametri e�caci dei livelli pi�u esterni. Quindi non
consideriamoesplicitamente termini di interazionecoulombiana tra elettroni (buche) appartenenti
a orbitali molecolari di�eren ti. Questo signi�ca tra l'altro che le energiesono\misurate" a partire
dallo zero degli orbitali HOMO (o LUMO, a secondadel caso).

Alla luce di tutto questo, la forma generaleassunta per l'Hamiltoniana della molecola,nell'am-
bito del formalismo della secondaquantizzazione, di Cn �

60 �e:

Ĥ0 =
X

� m

� m ĉy
� m ĉ� m (2.4)

Ĥ vib =
X

i � �

�h! i �

2
(P̂2

i � � + Q̂2
i � � ) (2.5)

Ĥe� vib =
X

� mm 0

X

r i � �

gr
i � �h! i �

2
Cr � �

mm 0 Q̂i � � ĉy
� m ĉ� m 0 (2.6)

I termini precedenti rappresentano,

Ĥ0 Hamiltoniana di singola particella,

Ĥ vib Hamiltoniana vibrazionale, in approssimazionearmonica,

Ĥe� vib accoppiamento elettrone-fonone,in approssimazionedi Jahn-Teller lineare,

Ĥe� e interazione coulombiana tra elettroni (buche), de�nita in eq. (2.1).

ĉy
� ;m rappresenta l'operatore di creazionedi una buca in HOMO (o di un elettrone in LUMO)

descritto dalla funzione d'onda di singolaparticella ' m� (r ). � indica la componente di spin, m e n
indicano la componente all'in terno del multipletto elettronico degenere,� indica la simmetria dei
modi vibrazionali, con i indice del fononedi simmetria �. C r � �

mn sonoi coe�cien ti di Clebsh-Gordan
del gruppo icosaedrico,che esprimono l'accoppiamento di due buche di simmetria hu (o elettroni
di simmetria t1u ) con fononi di simmetria �; l'indice r �e un indice di molteplicit�a, rilevante solo
nel caso di rappresentazioni del gruppo di simmetria non semplicemente riducibili, come quello
icosaedrico,ma in questo contesto rilevante solo per i modi vibrazionali di simmetria � = H g,
e stati elettronici dell'HOMO. In�ne, Q̂i � � e P̂i � � sono le coordinate e i momenti coniugati dei
fononi molecolari. Restringiamo ora l'attenzione al termine coulombiano, centrale in questolavoro
di tesi.
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2.2 L'Hamiltoniana mo dello

L'in terazione coulombiana �e descritta dagli elementi di matrice della forma data in eq. (2.2). Il
termine u� � 0(r ; r 0) rappresenta la repulsionecoulombiana e�cace, nel nostro casoschermata dagli
altri elettroni della molecola. Comegi�a accennato,il modo forsepi�u naturale di procedere�e quello
di valutare gli integrali (2.2) direttamente per un termine u semplice,comequello che rappresenta

l'in terazione tra cariche puntiformi u� � 0(r ; r 0) = q2
e

4� � 0 j r � r 0j , e per �ssati orbitali molecolari. Recen-
temente questo metodo �e stato seguito [16], e questo pone dei termini di confronto per i risultati
da noi ottenuti nel casodel Cn +

60 . Questo metodo per�o trascura completamente l'e�etto di scree-
ning intra molecolare,dovuto al riaggiustamento degli altri elettroni della molecola,e quindi ci si
aspetta che produca risultati sovrastimati rispetto alla situazione reale. Il metodo che seguiamo,
che verr�a illustrato esaustivamente nel capitolo 4, si propone di ricavare, sfruttando la simmetria
molecolare, l'espressionepi�u generaleper l'Hamiltoniana in termini del minimo numero di para-
metri, e quindi di ricavare i valori di questi per confronto con opportuni calcoli di con�gurazioni
elettroniche da principi primi. In tal modo viene implicitamente considerato lo screening dovuto
alla \p olarizzazione" degli elettroni di valenza (consideriamo solo questi, poich�e gli elettroni 1s
sono molto stabili rispetto a variazioni della distribuzione di carica degli elettroni di valenza, e
quindi contribuiscono poco alla polarizzabilit�a).

Questasezione�ededicataalla ricercadei parametri coulombiani edella dipendenzadell'Hamilto-
niana di interazionedagli stessi. Punto di partenza sonogli integrali coulombiani (2.2). Cerchiamo
di sfruttare le propriet�a di simmetria dell'in terazionecoulombiana e della molecoladi fullerene per
ricavare l'insieme minimale dei parametri che permettono di descrivere completamente il sistema.
Intro duciamo gradualmente le sempli�cazioni permessedalla natura del problema.

Poich�e l'Hamiltoniana �e indipendente dal tempo, gli orbitali ' m possonoessereassunti reali, e
cos�� facciamo. Trascuriamo inoltre la dipendenzadallo spin, assumendoche n�e l'in terazione,n�e gli
orbitali dipendanodallo spin. Comeconseguenzadi questedue ipotesi la forma delle (2.2) diventa:

w� � 0(m; m0; n; n0) = w(m; m0; n; n0) =
Z

d3r
Z

d3r 0' m (r )' m 0(r 0)u(r ; r 0)' n (r )' n 0(r 0): (2.7)

Di conseguenzasi hanno anche le relazioni che seguono:

w(m; m0; n; n0) = w(n; m0; m; n0) = w(m; n0; n; m0) = w(n; n0; m; m0) (2.8)

L'in terazione coulombiana e�cace rispecchia la simmetria del sistema,cio�e, seR rappresenta una
genericaoperazionedi simmetria del gruppo icosaedricoI h , abbiamo che

u(Rr ; Rr 0) = u(r ; r 0) 8 R 2 I h (2.9)

Per poter sfruttare questa propriet�a, sviluppiamo i prodotti delle funzioni d'onda nell'equazio-
ne (2.7) per gli integrali coulombiani in termini delle rappresentazioni irriducibili del gruppo
icosaedrico.Cos�� scriviamo

' m (r )' n (r ) =
X

r ;� ;�

Cr � �
mn � r �

� (r ): (2.10)

I coe�cien ti di Clebsch-Gordan, anche in questo caso, ci permettono di accoppiare due tensori
di simmetria hu (buche) o t1u (elettroni) ad un tensore irriducibile di simmetria �. L'indice � a
priori \p ercorre" l'insieme completo delle rappresentazioni irriducibili del gruppo icosaedricoI h ,
e cio�e Ag, T1g, T1u , Gg, Hg, Au , T1u , T2u , Gu , Hu . L'indice r (che assumei valori 1 e 2) ha la
funzione di distinguere l'eventuale "occorrenza" rip etuta della stessarappresentazione irriducibile
nello sviluppo (2.10), cosache pu�o veri�carsi nel casoin esame,dato che il gruppo icosaedrico�enon
semplicemente riducibile. A causadelle propriet�a di simmetria che ci hanno permessodi scrivere
la (2.8), solo i termini che esprimono accoppiamenti simmetrici sono signi�cativi. In particolare,
per le buche, nella decomposizionedel prodotto hu 
 hu , gli unici termini che danno contributo
non nullo sonoquelli che corrispondonoa � = Ag; Gg; H r =1

g ; H r =2
g , mentre nel casodegli elettroni,
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al prodotto t1u 
 t1u contribuiscono solo le rappresentazioni � = Ag; Hg. Alla luce di queste
osservazioni, possiamoriscrivere gli elementi di matrice coulombiani come:

w(m; m0; n; n0) =
X

r ; � ;�
r 0; � 0;� 0

Cr � �
mn Cr 0� 0� 0

m 0n 0

Z
d3r

Z
d3r 0� r �

� u(r ; r 0)� r 0� 0

� 0 : (2.11)

In questaforma si vedecomela matrice dell'in terazionew(m; m0; n; n0) si esprimecomela sommadi
prodotti di fattori geometrici, i coe�cien ti di Clebsch-Gordan, per un numero relativamente ridotto
di elementi di matrice accoppiati. Questi integrali rimanenti possonoancora esseresempli�cati,
sfruttando la simmetria dell'in terazione coulombiana, espressadalla (2.9). Seinfatti consideriamo
l'applicazione di una genericaoperazioneR del gruppo di simmetria alle variabili di integrazione,
possiamoesprimerele propriet�a della trasformazionedelle funzioni d'onda accoppiate� r �

� attra ver-
so le matrici della rappresentazione del gruppo � �

� 1 � (R ), mentre l'in terazionecoulombiana e�cace
resta comeabbiamo visto invariata. Seapplichiamo il teoremadi Grand Orthogonality della teoria
delle rappresentazioni, ricaviamo per l'in terazione la seguente catena di uguaglianze1:

Z
d3r

Z
d3r 0� r �

� (r ) u(r ; r 0) � r 0� 0

� 0 (r 0)

=
Z

d3r
Z

d3r 0� r �
� (R � 1r ) u(R � 1r ; R � 1r 0) � r 0� 0

� 0 (R � 1r 0)

=
X

� 1 � 0
1

� �
� 1 � (R )� � 0

� 0
1 � 0(R )

Z
d3r

Z
d3r 0� r �

� 1
(r ) u(r ; r 0) � r 0� 0

� 0
1

(r 0)

= � � ;� 0� �;� 0
1

j� j

X

� 1

Z
d3r

Z
d3r 0� r �

� 1
(r ) u(r ; r 0) � r 0�

� 1
(r 0)

| {z }
F r ;r 0; �

: (2.13)

Le equazioni(2.13) mostrano che gli integrali (2.11) sonodiagonali rispetto all'indice della rappre-
sentazione �, ma non rispetto all'indice di molteplicit�a r . Per confronto tra la (2.11) e la (2.13),
ricaviamo la forma pi�u generalein cui si possonoesprimeregli elementi di matrice coulombiani in
una \shell" di simmetria icosaedricadel tip o t1u (LUMO) o hu (HOMO) in funzione di un insieme
minimale di parametri F r ;r 0;� de�niti implicitamente nella (2.13), e precisamente:

w(m; m0; n; n0) =
X

r ;r 0;�

F r ;r 0;�

 
X

�

Cr � �
mn Cr 0� �

m 0n 0

!

: (2.14)

Nel seguito del lavoro, i diversi stati corrispondenti ad una rappresentazione degenereverranno
usualmente indicizzati con m, numero quantico di simmetria C5, secondola catena di gruppi
I h � D5 � C5 [17]. La forma simmetrica (2.14) dell'Hamiltoniana peraltro vale per qualunque
scelta della catena gruppale per indicizzare gli stati all'in terno delle rappresentazioni degeneri.

In basealla discussioneprecedente, nel casodel LUMO non si ha la complicazionedella molte-
plicit�a della rappresentazione, e l'Hamiltoniana si pu�o esprimerecomesommadi due termini, con
pesocontrollato da due parametri, che indichiamo nella notazione appena intro dotta comeF A g e
F H g . Questi parametri sonoovviamente legati agli integrali di Slater-CondonF (k ) per k = 0; 2 [15],
che descrivono l'in terazione tra elettroni p in simmetria sferica. Nel casodell'HOMO, in basealla
relazione (2.14) e alle osservazioni fatte troviamo che per descrivere completamente l'in terazione

1Ricordiamo che il teorema della Grand Ortho gonality a�erma che, \se � i e � j sono due rappresentazioni unitarie
irriducibili non equivalenti, allora

�

R

� �
i (R)mn � j (R)op =

h

l i
� � ij � mo � np ; (2.12)

dove h �e l'ordine del grupp o, l �e la dimensione della matrice della rappresentazione, e la somma �e da intendersi
estesaa tutte le operazioni di simmetria".
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occorrono cinque parametri che de�niamo comesegue

F1 = F A g ; F2 = F Gg ; F3 = F 1;1;H g ; F4 = F 2;2;H g ; F5 = F 1;2;H g : (2.15)

Ritornando alla corrispondenzacon stati d atomici in simmetria sferica, (implicita nella catena di
inclusioni scritta sopra), all'in tegrale di Slater-Condon F (0) corrisponde il parametro totalmente
simmetrico F A g , e il ruolo dei parametri sferici F (2) e F (4) �e assunto dai parametri icosaedrici
indicati sinteticamente nella (2.15) comeF2� 5.

�E preferibile, per diversi motivi, de�nire alcuni parametri di�eren ti come combinazioni lineari
signi�cativ e di quelli ottenuti �nora. Per gli elettroni t1u nel LUMO, seguendouna prassi conso-
lidata nella descrizionedell'in terazione coulombiana negli atomi per elettroni in orbitali di tip o p,
de�niamo

U = F A g =3 � F H g =3; e J = F H g =2: (2.16)

In questo modo, l'energia media E med del multipletto si pu�o esprimerein termini del solo U, ed
ha la dipendenzadal numero di elettroni totale (nell'orbitale)

E med (n) = Tr (H jn ) = �n + U
n(n � 1)

2
; (2.17)

con H jn e l'Hamiltoniana ristretta allo stato con n-elettroni. Lo \splitting" dei multipletti �e invece
controllato da J , e il centro di massadei multipletti, per �ssato n e spin totale S, si pu�o scrivere

E med (n; S) = Tr (H jn ; S) = �n + U
n(n � 1)

2
�

5
4

J
�
S(S + 1) �

9
10

n +
3
20

n2
�

(2.18)

Seguendola stessalinea deduttiva, il valore della media (pesata) delle energia dei multipletti
nell'HOMO, cio�e per n buche di simmetria hu , ha la forma

E med (n) = �n +
�

F1

5
�

4F2

45
�

F3

4
�

F4

9

�
n(n � 1)

2
; (2.19)

e confrontandola con la relazione analoga (2.17) de�niamo, per l'in terazione tra le buche hu il
parametro

U =
�

F1

5
�

4F2

45
�

F3

4
�

F4

9

�
: (2.20)

Per completare l'analogia con il casoelettronico, possiamopensaredi trasformare ulteriormente
l'Hamiltoniana per intro durre un parametro J che anche in questo casocontrolli gli \splittings".
Seconsideriamoil centro di massadei multipletti per valore di spin S �ssato, abbiamo per l'energia
media, la relazione

E med (n; S) = �n + U
n(n � 1)

2
� J

�
S(S + 1) �

5
6

n +
1
12

n2
�

(2.21)

se

J =
1
6

F2 +
5
24

(F3 + F4): (2.22)

Abbiamo decisodi utilizzare comeparametri indipendenti per la descrizionedell'in terazione tra le
buche i cinque termini U; F2; F3; F4; F5, e a questi ci riferiremo nel seguito semplicemente come
\parametri coulombiani".

In�ne, data la relazione(2.14), possiamoriscriverel'Hamiltoniana in una forma pi�u conveniente.
De�niti gli operatori

ŵr � � :=
X

�

X

mn

Cr � �
mn ĉy

� m ĉ� n (2.23)
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che conservano il numero di particelle e sonoadattati alla simmetria della molecola,l'Hamiltoniana
assumela forma

Ĥe� e =
1
2

X

r ;r 0;�

F r r 0�

 
X

�

ŵr � � ŵr 0� �

!

� An̂; (2.24)

e la costante A vale
�

1
2 U + 8

3 J
�

per hu , e
�

1
2 U + 2J

�
per t1u . Completiamo il discorsocirca l'Ha-

miltoniana e i parametri coulombiani con una osservazione. Vista la de�nizione (2.13), chiaramente
tutti i parametri coulombiani Fi sono positivi. Di conseguenzail parametro J che controlla gli
splittings dei multipletti, �e maggiore di 0 sia per il LUMO che per l'HOMO, come si vede dalle
espressioniin termini dei parametri coulombiani, JLU M O / F H g , e JH OM O de�nito in (2.22).
Secondole relazioni (2.18) e (2.19), in entrambi i casi i livelli energetici sono ordinati per S de-
crescente, implementando pertanto la prima regola di Hund. Notiamo che invece il parametro
che regola la posizionedel centro di massadei multipletti, U, non �e necessariamente positivo, ma
dipendedal valore relativo di F Ag rispetto agli altri accoppiamenti.

A questo punto sappiamo tutto della repulsione coulombiana all'in terno di una shell degenere
in simmetria icosaedrica: quello che ci manca sono solamente i valori dei parametri hamiltoniani
U; F2; : : : ; F5 (hu ), e U; J (t1u ). Li calcoliamo speci�camente per le shell HOMO e LUMO
rispettivamente di C60.
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Capitolo 3

DFT ed eccitazioni elettronic he

Il concetto che sta alla basedella Teoria del Funzionale Densit�a (DFT) �e quello che le propriet�a
di stato fondamentale dei sistemi quantistici a molte particelle si possonocaratterizzare in termini
della soladensit�a di singolaparticella. Questaa�ermazione �e tutt'altro chebanale,data la comples-
sit�a di una qualsiasi descrizionedi un sistemaa molte particelle, che comporta la contemporanea
risoluzione di un numero di equazioni (in generaleaccoppiate) legato alla natura del problema
speci�co. Proprio la complessit�a di una trattazione completa fu la spinta allo sviluppo di vari
modelli di funzionale densit�a (Thomas [18] e Fermi [19] (1927-1928),Dirac [20] (1930), Weizs•acker
[21] (1935)), orientati a cercare di esprimere l'energia dello stato fondamentale in termini della
sola densit�a. Si tratta va comunque di tentativi di sempli�care la descrizione,approssimandole
correlazioni proprie del problema in modo da ridurne i gradi di libert�a. La prospettiva cambi�o nel
1964, quando Hohenberg e Kohn [22] dimostrarono che �e possibile ottenere una rappresentazio-
ne esatta delle propriet�a di stato fondamentale di un sistema a molte particelle, stazionario, non
relativistico, in termini della sola densit�a di stato fondamentale. Successivamente si sono avute
varie estensionidel teorema originario, per cui molte delle ipotesi restrittiv e del primo teorema si
possonoconsideraresuperate. Il teorema di Hohenberg e Kohn dimostra che la densit�a dello sta-
to fondamentale, esatta, si pu�o ricavare senzarisolvere l'equazionedi Schr•odinger, sfruttando un
principio variazionale che coinvolge solo la densit�a. Non vogliamo qui fare una rassegnaesaustiva
dell'argomento, quanto piuttosto riassumerele nozioni baseutilizzate per questo lavoro di tesi.

Dato un sistema di particelle interagenti (ad esempioattra verso un potenziale coulombiano),
in un potenziale esterno v(r ), si ha che (Hohenberg-Kohn) la densit�a e l'energia dello stato
fondamentale, esatte, si possonoottenere minimizzando il funzionale dell'energia

Ev [n] = T [n] + Wcoul +
Z

d3r v(r )n(r ) (3.1)

dove T[n], contributo cinetico, e Wcoul sonof unzional i univ ersali , cio�e non dipendonodal poten-
ziale esterno v(r ) del sistema, ma solo dal potenziale, in questo casocoulombiano, di interazione
tra gli elettroni. Questo risultato, a rigore, porta ad una equivalenza tra descrizioni di�eren ti,
ma solo la conoscenzadella forma esplicita dei funzionali permetterebbe di applicare la DFT a
casi concreti. Purtropp o il Teoremadi H-K stabilisce solo l'esistenzae l'unicit�a dei funzionali, ma
non fornisce prescrizioni per ricavarne la forma. In realt�a sarebbe stato sorprendente il contrario,
dato che la complessit�a dello studio di un sistema a molti corpi non scomparein una trattazione
alternativ a ma equivalente, ma pu�o trasferirsi in ingredienti di�eren ti. Nel caso della DFT, la
complessit�a si �e conservata e si manifesta nella dipendenzadella forma dei funzionali dalla parti-
colare natura del sistema interagente. Per applicazioni concrete del metodo si deve cos�� ricorrere
ad approssimazioni,e l'accuratezza dei risultati �e legata alla bont�a delle assunzioniche ne stanno
alle basi. Con l'approccio intro dotto da Kohn e Sham [23], e le approssimazionistudiate per la
loro formulazione del principio variazionale (sezione3.2), si �e riusciti a calcolare le propriet�a (di
stato fondamentale) di diversi tipi di sistemi con accuratezzaperlomenoconfrontabile a quella di

17
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altri metodi pi�u complicati. Il cardine del metodo di Kohn-Sham �e quello di considerare,in luogo
del sistemainteragente in esame,un sistemaad essoequivalente (derivabile in modo rigoroso), che
si presta in modo pi�u naturale ad approssimazioni: di questosi parler�a in sezione3.2.

3.1 Il teorema di Hohen berg-Kohn

Non abbiamo l'in tenzione di dedicare grande attenzione ai dettagli della teoria che da questo
teorema trae origine, per cui rimandiamo a lavori di rassegna[24], ma piuttosto di ricordarne la
�loso�a e i risultati pi�u rilevanti ai �ni della applicazione. A tal �ne, rip ercorriamo brevemente
il teorema, ma solo nel caso pi�u semplice di un sistema con stato fondamentale non degenere
e indipendente dallo spin. Non si tratta certamente del caso pi�u generale,e in particolare non
corrispondeal casoda noi studiato, ma �e il casooggetto del teoremanella sua forma originaria, ed
�e su�cien te per illustrare le linee principali del ragionamento.

Cominciamo con il considerareun sistema a molte-particelle, in particolare fermioni, descritto
da una Hamiltoniana non relativistica e indipendente dal tempo, che, �ssata una base di stati
 � (r ), nel formalismo della secondaquantizzazione conveniamo di scrivere

Ĥ = �
�h2

2m

X

�

Z
d3r  �

� (r )r 2 � (r ) +
X

�

Z
d3r  �

� (r )v(r ) � (r )

+
1
2

X

�;�

Z
d3r

Z
d3r 0 �

� (r ) �
� (r 0)w(r ; r 0) � (r 0) � (r )

(3.2)

Assumiamospeci�cato il potenzialedi interazionea dueparticelle (per es. potenzialecoulombiano),
ma non il potenzialeesterno. Sia ~V l'insieme dei potenziali esterni (di singolaparticella) chegodono
della propriet�a che le soluzioni del problema agli autovalori

Ĥ j� i = (T̂ + V̂ + Ŵ )j� i = E j� i (3.3)

8 V̂ in ~V , abbia un autostato fondamentale non degenerej	 i per un sistemadi N fermioni

Ĥ j	 i = Egs j	 i (3.4)

Se 	 �e l'insieme degli stati fondamentali 	, al variare di V̂ in ~V , del sistema di N fermioni,
attra versola soluzionedell'equazionedi Schr•odinger si pu�o de�nire la funzione

C : ~V ! 	 (3.5)

suriettiv a per costruzione.

Ora, per ogni 	 appartenente a 	 , si pu�o calcolare la densit�a dello stato fondamentale

n(r ) = h	 jn̂(r )j	 i = h	 j
X

�

 �
� (r ) �

� (r )j	 i = N
X

�

Z
dx2:::dxN j	( r �; x1; :::; xN )j2 (3.6)

e in tal modo si pu�o de�nire una secondamappa

D : 	 ! ~N (3.7)

dove ~N �el'insieme delledensit�a di stato fondamentale, anch'essasuriettiv a. Il teoremadi Hohenberg-
Kohn dimostra che le due mappe C e D sono anche iniettiv e, di conseguenzabiiettiv e e quindi
invertibili. Con questorisultato in mano, l'oggetto del teoremadiventa chiaro. Possiamoriscriverne
l'enunciato comesegue:

Il valore di aspettazione nello stato fondamentale di qualunqueosservabileÔ �e un funzionale
unico della densit�a esatta dello stato fondamentale:

h	[ n]jÔj	[ n]i = O[n] (3.8)
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In questo modo la mappa (CD) � 1, che per il teorema H-K esisteunica, permette di ricavare
il potenziale esterno che agiscesul sistema, v(r ) (a meno di una costante additiva inin
uen te ai
�ni della dinamica), a partire dalla densit�a dello stato fondamentale. Dato che l'energia cinetica e
l'in terazione tra le particelle sonospeci�cate a priori, si pu�o ricavare l'in tera Hamiltoniana.

In secondoluogo il teorema stabilisce anche il carattere variazionale del funzionale energia,

Ev0 [n] = h	[ n]jT̂ + Ŵ + V̂0 j	[ n]i (3.9)

con V̂0 potenzialeesternodi un sistemaspeci�co con densit�a di stato fondamentale n0(r ) ed energia
E0gs . Ci�o signi�ca che la densit�a dello stato fondamentale esattasi pu�o ottenereper minimizzazione
del funzionale Ev0 [n], cio�e

E0 = min
n 2 ~N

Ev0 [n] (3.10)

Incidentalmente, notiamo che il carattere variazionale della relazione pone la questione della
identi�cazione della classedi funzioni n(r ) entro cui cercare la densit�a esatta. In particolare,
per quanto visto sopra, n(r ) deve essereristretta alla classedi funzioni ottenibili comedensit�a di
sistemidescritti da una Hamiltoniana della forma (3.2) per un potenzialev(r ). Le funzioni (densit�a)
n(r ) che soddisfano questacondizionesi dicono v-rappresentabili. Purtropp o non tutte le funzioni
positive su�cien temente regolari sono v-rappresentabili, e nel seguito si assumer�a di esserenelle
condizioni di applicabilit�a del teorema,sapendocomunqueche esistonoopportune generalizzazioni
che permettono di estenderele principali conseguenzedel teorema.

La mappa D � 1 non dipendedal particolare potenziale v0, quindi sescriviamo

Ev0 [n] = FH K [n] +
Z

d3r v0(r )n(r ) (3.11)

con
FH K [n] = h	[ n]jT̂ + Ŵ j	[ n]i (3.12)

possiamo dire che FH K [n] �e universale, intendendo con ci�o che �e il medesimo per sistemi che
di�eriscono per v0. Ricordiamo che la complessit�a del sistemaa molti corpi non �e svanita, ma si �e
solospostata. Infatti, il teoremadi H-K non d�a prescrizioniper costruire la mappaD � 1, enemmeno
il funzionaleFH K [n] (3.12). Data la complessit�a dei sistemi a molti corpi, il funzionaleFH K �e noto
solo in forma approssimata,con a�dabilit� a dipendente dalla natura delle approssimazionistesse.

3.2 Schema di Kohn-Sham

Per utilizzare concretamente la descrizionedata dalla DFT dei sistemi quantistici, �e necessario
proporre una forma esplicita approssimata dei funzionali da essaprevisti. Data la formula di
Hohenberg-Kohn del funzionale dell'energia dello stato fondamentale (3.11), riscritta come

Ev [n] = G[n] +
Z

d3r v(r )n(r ) +
1
2

Z
d3r d3r 0w(r ; r 0)n(r )n(r 0); (3.13)

in letteratura si trovano due \appro cci" principali alla decomposizionedel funzionale G. Il pri-
mo sfrutta l'in tero contributo cinetico T [n], mentre l'energia potenziale viene espressain termini
della funzione di correlazione a due particelle C2(r ; r 0; [n]) = 
 2(r ; r 0; r ; r 0; [n]) � n(r )n(r 0), con

 2(r ; r 0; r ; r 0; [n]) matrice densit�a a due particelle

G[n] = T[n] +
1
2

Z
d3r d3r 0w(r ; r 0)C2(r ; r 0; [n])

Il secondo�e quello che porta al cosiddetto schemadi Kohn-Sham, che si ponecomeuna possibile
alternativ a al principio variazionale di H-K, e sfrutta la possibilit�a che una descrizioneintermedia
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del sistemain termini degli orbitali possaesserepi�u vantaggiosadella variazionediretta rispetto alla
densit�a. Ce ne occupiamo pi�u dettagliatamente poich�e l'approssimazioneL(S)DA che utilizziamo
si colloca all'in terno di questoschema. Cerchiamo di seguito di descriverlo sinteticamente.

Accanto alla Hamiltoniana di H-K (3.2) consideriamoun sistemadi N particelle non interagenti
descritte da un'altra Hamiltoniana, precisamente

Ĥ s = T̂ + V̂s (3.14)

Secondoil teorema di H-K, applicato a questo sistemaausiliario, esisteuno ed un solo funzionale
dell'energia

Es [n] = Ts[n] +
Z

vs(r )n(r )d3r (3.15)

che produce l'esatta densit�a dello stato fondamentale ns(r ) corrispondente a Ĥ s, attra verso l'e-
quazione variazionale � Es [n] = 0. Lo schema di Kohn-Sham poggia sull'assunzioneche dato un
qualunquesistema interagente, esiste un potenziale locale di singola particella , vs(r ), tale che la
densit�a di stato fondamentaleesatta del sistema interagenteeguaglia quella del sistema ausiliario,
cio�e tale che

n(r ) = ns(r ) (3.16)

(Equivalentemente, si assumeche le densit�a v-rappresentabili per il sistema interagente sono v-
rappresentabili anche per il sistemanon interagente.)

Se lo stato fondamentale di Ĥ �e non degenere,la densit�a ns(r ) (e quindi per l'assunzionefatta
anche n(r )) si pu�o scrivere

n(r ) = ns(r ) =
NX

i =1

j' i (r )j2 (3.17)

dove i ' i sonogli N orbitali di singola particella a energia� i pi�u bassi,che soddisfano l'equazione
di Schr•odinger �

�
�h2

2m
r 2 + vs(r )

�
' i (r ) = � i ' i (r ) (3.18)

con � i � � j se i < j .

Fortunatamente (e prevedibilmente per quanto gi�a detto a proposito del teorema di H-K e
dell'equivalenzatra la formulazionedi H-K e quella di Kohn-Sham) c'�e una generalizzazioneper il
casodegenere,che tra l'altro �e quello che ci interessa.

Ora, assunta l'esistenza di un potenziale vs(r ) che generi la densit�a data n(r ), dal teorema di
H-K ne segueanche l'unicit�a. Ne deriva che gli orbitali di singola particella ' i (r ) sono funzionali
unici della densit�a n(r ), cio�e

' i (r ) � ' i ([n]; r ) (3.19)

e che l'energia cinetica del sistemanon interagente,

Ts[n] =
NX

i =1

Z
' �

i (r )
�

�
�h2

2m
r 2

�
' i (r )d3r (3.20)

�e a sua volta un funzionale unico di n(r ).

Dato un sistemainteragente con potenziale esternov0(r ) e densit�a n0(r ), �e necessariotrovare il
potenziale, che chiameremovs;0(r ) del sistemaausiliario che ripro duce n0(r ) via

n0(r ) =
NX

i =1

j' i;s (r )j2 (3.21)

e �
�

�h2

2m
r 2 + vs;0(r )

�
' i; 0(r ) = � i ' i; 0(r ) (3.22)
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semprecon � i � � j sei < j . Possiamoriscrivere la relazione(3.11) aggiungendoe sottraendo Ts[n]
e un termine di Hartree, e dopo aver raccolto opportunamente i termini, ottenere

Ev0 [n] = Ts[n] +
Z

d3r v0(r )n(r ) +
1
2

ZZ
d3r d3r 0n(r )w(r ; r 0)n(r 0) + Exc [n] (3.23)

dove ora il funzionale di scambio e correlazione�e formalmente de�nito da

Exc [n] = FH K [n] �
1
2

ZZ
d3r d3r 0n(r )w(r ; r 0)n(r 0) � Ts[n] (3.24)

Per il teorema H-K, sappiamo che Ev0 [n] �e stazionario per piccole variazioni � n(r ) attorno alla
densit�a minima n0(r ), cio�e

0 = � Ev0 [n] = Ev0 [n0 + � n] � Ev0 [n0] =

= � Ts +
Z

d3r � n(r )
�
v0(r ) +

Z
d3r 0w(r ; r 0)n0(r 0) + vxc ([n0]; r )

�
; (3.25)

con vxc ([n0]; r ) =
�

� E xc [n ]
� n ( r )

�

n 0

, dove

vxc ([n]; r ) =
� Exc [n]
� n(r )

=

=
�

� n(r )

�
FL [n] �

1
2

ZZ
d3r d3r 0n(r )w(r ; r 0)n(r 0) � TL [n]

�
; (3.26)

e doveFL [n] e TL [n] sonogeneralizzazioniper il casodegeneredegli omologhide�niti in precedenza.

In baseal teoremadi H-K, il funzionale(3.23) �ea rigore de�nito soloper densit�a v-rappresentabili
interagenti, ecos�� la variazionedel funzionale�eristretta a questastessaclassedi densit�a. �E a questo
punto che si sfrutta l'assunzionedi KS, ossiache [n0 + � n] e [n0] sianoanche v-rappresentabili non
interagenti, per qualche (unico) potenziale [vs0 (r ) + � vs(r )], che porta ad una rappresentazione
unica della densit�a in termini di orbitali di singola particella [' i; 0(r ) + � ' i (r )]. Allora �e possibile
considerare la variazione dei funzionali rispetto agli orbitali di singola particella. Con qualche
calcolo,sfruttando il fatto chegli orbitali di singolaparticelle soddisfanol'equazionedi Schr•odinger,
si ricava l'espressionecercata per il potenziale vs;0(r ):

vs;0(r ) = v0(r ) +
Z

d3r 0w(r ; r 0)n0(r 0) + vxc ([n0]; r ) (3.27)

Le equazioni(3.21), (3.22), con il potenziale(3.27) rappresentano lo schemadi Kohn-Sham clas-
sico. Chiaramente, dato che il potenziale ausiliario dipendedalla densit�a, l'insieme delle equazioni
deve essererisolto in modo autoconsistente.

Noti i funzionali in forma esatta, lo schema di Kohn-Sham fornisce solo una riformulazione del
teorema H-K, e non �e pi�u sempliceda applicare ai casi concreti. La forma a cui siamo arrivati,
per�o, si presta in modo pi�u naturale all'in tro duzionedi approssimazioni. Infatti, le diversepossibili
approssimazioni corrispondono a di�eren ti scelte dell'energia di scambio-correlazione Exc [n] (o
del potenziale vxc ([n]; r )). In particolare, l'approssimazioneche abbiamo utilizzato (LDA, Local
Density Approximation) assumeche si possanoutilizzare le corrispondenti espressioni(esatte) di
un gaselettronico omogeneo.Questa approssimazione�e stata ampiamente utilizzata per studiare
sistemi anche complessi,con accuratezzageneralmente, nonostante si sia dimostrata poco accurata
in alcuni tipi di sistemi. Di questoci occuperemosinteticamente nella sezione3.3.

Lo schema di Kohn-Sham pu�o essereconsiderato come una generalizzazionedi altri metodi,
con il vantaggio di essereuno schema locale, e inoltre comprendeuna descrizionedegli e�etti di
correlazione, trascurati ad esempionella approssimazionedi Hartree-Fock. �E importate notare
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che la relazione �e legata strettamente alla densit�a dello stato fondamentale. Il sistema ausiliario
ottenuto a partire da quello originario attra versole relazioni sopra indicate, �e equivalente a rigore
solonella determinazionedella densit�a dello stato fondamentale; noto questo,e la forma esplicita dei
funzionali, si possonoricavare tutte le altre quantit�a di interesse.Quindi non �e corretto attribuire
un signi�cato �sico agli orbitali e ai relativi autovalori, che vanno piuttosto intesi comestrumenti
matematici astratti.

Senzarichiamare qui i dettagli del calcolo,comeabbiamo accennatoin precedenza,lo schemadi
KS �e generalizzabilea sistemi con stato fondamentale degenere.Cos�� richiamiamo solo l'enunciato
del teoremadi Kohn-Sham, nella forma generalizzata:La densit�a di stato fondamentaleesattan(r )
di un sistema interagentearbitrario si pu�o ottenere risolvendo in modo autoconsistente l'insieme
di equazioni:

vs;0

�
�

�h2

2m
r 2 + v(r ) +

Z
d3r 0w(r ; r 0)n(r 0) + vxc ([n]; r )

�
' (r ) = � i ' (r ) (3.28)

con � i � � j se i < j , e con

n(r ) =
1X

i =1

f i j' i;s j2 (3.29)

e con i numeri di occupazionef i che soddisfano le condizioni

f i = 1 : � i < �

0 � f i � 1 : � i = �

f i = 0 : � i > �

(3.30)

e con
1X

i =1

f i = N (3.31)

3.3 DFT vincolato

La Density Functional Theory ( in particolare in approssimazionedi densit�a locale) permette di
calcolare con buona accuratezza soltanto l'energia di stato fondamentale (o pi�u in generale le
propriet�a di stato fondamentale) di un sistema,e non invecele energiedegli stati eccitati.

In base al teorema di H-K, a rigore, nota n(r ) densit�a di stato fondamentale, �e noto anche
univocamente (a meno di una costante additiva) il potenziale v(r ), e poich�e la conoscenzadi v(r )
per un sistema con interazione a due corpi speci�cata (qui coulombiana) consente di conoscere
l'in tera Hamiltoniana, attra verso l'equazione di Schr•odinger con potenziale v = v(r ) si stabilisce
una relazionetra la densit�a dello stato fondamentale e qualunque stato eccitato:

n(r ) ! j� i [n]i ; i = 1; 2; ::: (3.32)

Cos��, sempre da un punto di vista puramente teorico, il valore di aspettazione di una qualsiasi
grandezza(e quindi anche l'energia) su di uno stato eccitato pu�o esserevisto come funzionale
della densit�a di stato fondamentale. L'utilit� a di questacongettura dipendeper�o strettamente dalla
possibilit�a di costruire questi funzionali in modo esplicito, possibilit�a per il momento alquanto
remota.

Questo non signi�ca che non ci siano metodi per a�ron tare lo studio degli stati eccitati. Ad
esempio,un modo per calcolarli �e quello dato dal formalismo della funzione di Green. Essendo
un valore di aspettazione sullo stato fondamentale, la funzione di Green ad una particella de�nita
come

G(r t; r 0t0) := � i h	 jT  ̂ (r t) ̂ y(r 0t0)j	 i (3.33)
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�e ovviamente un funzionale della densit�a di stato fondamentale, G = G[n]. La trasformata di
Fourier rispetto a (t � t0) Ĝ di G, presenta poli nel piano complessoper ! variabile complessa
tale che ! = � (E i (N � 1) � E0(N )), che si possonoidenti�care con eccitazioni di quasi-particella,
dove la parte realecorrispondeal valore dell'energia, e la parte immaginaria �e legata all'in versodel
tempo di vita delle quasiparticelle. In questomodo, alcunedelle informazioni sugli stati eccitati si
possonoottenere dalla densit�a dello stato fondamentale, se�e possibilecostruire G[n] per data n(r )
esplicitamente, ad esempioattra versol'equazionedi Dyson

�
�

�h2

2m
r 2 � !

�
Ĝ(r ; r 0; ! ) +

Z
d3r 00�[ n](r ; r 0; ! )Ĝ(r ; r 0; ! ) = � (r � r 0) (3.34)

con � operatore di massa.

Per data densit�a di stato eccitato n i (r ), il potenziale esterno corrispondente non �e, in gene-
rale, univocamente determinato. Nell'ambito della DFT, per�o, si hanno i seguenti risultati, che
rip ortiamo senzaulteriori considerazioni[25]:

1. Ogni densit�a estremante n i (r ) del funzionale energia di stato fondamentale Ev [n] produce
l'energia E i di uno stato stazionario esatto del sistema. Il minimo assolutocorrispondeall'energia
e alla densit�a dello stato fondamentale.

2. Non tutte le densit�a di stato eccitato n i (r ) corrispondono ad estremi del funzionale Ev [n].

3. Sen i (r ) �e una densit�a di stato eccitato esatta arbitraria con energiaE i , il funzionale energia
dello stato fondamentale fornisce un estremo inferiore per l'autovalore esatto, cio�e Ev [ni ] � E i .
L'uguaglianza vale solo sen i (r ) �e un estremodi Ev [n].

4. Le densit�a n i (r )che corrispondono ad estremi al di sopra del minimo assoluto non sono
v-rappresentabili in termini di stati puri.

L'in teresseverso sistemi di�cilmen te trattabili in modo esatto (grossemolecolee sistemi pi�u
complessi)ha portato allo sviluppo di estensionidello schemadi Kohn-Sham, e in particolare della
LDA, al casodi sistemi soggetti ad un vincolo, ossiaalla ricerca di propriet�a di sistemi caratte-
rizzati da restrizioni di qualche natura. Per questi sistemi si sono ottenuti risultati interessanti,
in particolare per le propriet�a di stato fondamentale. Esplicitamente, si cerca il valore minimo
assunto da una grandezzaosservabile, tipicamente energia,di un sistemacon valore di una qualche
propriet�a del sistema�ssato a priori: simmetria o momento angolare[26], densit�a elettronica par-
ticolare, ovvero nel casoche pi�u ci riguarda numero di occupazionedegli orbitali di Kohn-Sham.
Formalmente, invecedi cercareil minimo del funzionale Energia (H-K), si cerca il minimo di un
funzionale generalizzatodella forma

Ev (Nc) = min
�
E [n(r )] + vc

Z
d3r n(r ) � Nc

�
(3.35)

dove Nc �e un parametro (legato alla densit�a elettronica) che esprime il valore �ssato a priori per
la propriet�a vincolata, vc �e un parametro lagrangiano (che nella deduzionedelle equazioni di KS
per il sistemavincolato assumeil ruolo di un potenziale aggiuntiv o dovuto al vincolo).

Incidentalmente, rileviamo che dal teorema di Hellmann-Feynman, si ha che

dEv (Nc)
dNc

= � vc; (3.36)

ovvero

� Ev (Nc) =
Z N c

N 0

dN 0vc(N 0) (3.37)

Questo permette, noto v(N 0), di calcolare l'energia di eccitazione� E tra due stati, ad esempio
tra uno stato non vincolato (N0) ed uno vincolato. Per lo stato fondamentale vale ovviamente la
relazione

�
dE
dN

�
N 0

= 0. Per piccoli scostamenti dall'equilibrio, cio�e per � N c = Nc � N0 piccoli,
v �e in generaleproporzionale a � N , e quindi � E ' (� N )2, e si ha un andamento quadratico
dell'energia con la variazione del paramentro del vincolo.
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Il generedi vincolo che ci interessapi�u da vicino �equello del numero di occupazionedegli orbitali
di Kohn-Sham. Per chiarire l'utilit� a di questaprocedura, consideriamoil calcolo del potenziale U
di Hubbard di interazione tra gli elettroni nel casodi un orbitale non degenere.Basandoci sulla
de�nizione microscopicadi U per il casoin esame,che verr�a approfondita nel seguito, U = E(N +
1)+ E(N � 1)� 2E(N ), dove i simboli hannoun signi�cato ovvio, �echiaro che il calcolodelleenergie
E(N ) per con�gurazioni corrispondenti a diversi numeri di occupazione�enecessarioper ricavareU.
Nel casodi degenerazione(o quasi-degenerazione),per l'applicazione del metodo da noi scelto(vedi
capitolo 4), diventa cruciale la selezionedegli stati elettronici, che vengonocaratterizzati da un
precisorapporto tra i numeri di occupazionedegli orbitali di KS (non-interagenti) corrispondenti.

3.3.1 LD A e multipletti

Le generalizzazionidello schema di Kohn-Sham cui si �e accennato in precedenza,a partire dal
lavoro di Gunnarssone Lundqvist [26], hanno permessodi ottenere risultati attendibili, ma non
per questosi sonorivelati privi di di�colt� a. In particolare, si �e trovato che la bont�a dello schema
alternativ o dipendeva dal particolare sistema indagato, inizialmente senzauna spiegazionechiara
di questedi�erenze. Dato che questo aspetto ha in
uito direttamente sulla scelta del metodo per
la determinazione dei parametri coulombiani utilizzati in questo lavoro, �e interessante dedicare
qualche riga ad approfondire questoaspetto: l'approssimazioneLDA risulta migliore in alcuni casi
piuttosto che in altri.

La LDA approssima il potenziale di scambio-correlazioneExc (� ) con un termine che non di-
pende dalla simmetria dello stato particolare studiato. Pertanto la dipendenzadell'energia dalla
simmetria dello stato si riduce a quella (indiretta) presente nelle prescrizioni per la costruzione
della densit�a di carica e spin per il sistema. Questo porta a delle incoerenzenelle previsioni delle
energie di stati di�eren ti con la medesimadistribuzione di carica, e porta a stime palesemente
errate per le di�erenze tra le energiedelle varie componenti dei multipletti. Empiricamente �e stato
inizialmente suggerito che si dovesseroconsiderarecomea�dabili solo i risultati ottenuti per stati
le cui autofunzioni fosseroriducibili a singoli determinanti di Slater, e in questo caso i risultati
ottenuti sonoin buon accordocon i dati sperimentali. �E interessante capire comesi spieghi questo
comportamento.

Il problema della ricerca dell'energia dello stato fondamentale, di simmetria speci�cata, del
sistemaa molti-corpi interagente si riduce (nello schema KS, in LDA) al corrispondente problema
per un sistema non interagente, con un potenziale e�cace che include gli e�etti di scambio e
correlazione. Di conseguenza,la matrice densit�a del sistema interagente �e costruita con la stessa
combinazionelineare di determinanti di Slater che costituisconola soluzionedel problema ausiliario
non interagente. Dal momento che in LDA il potenziale di scambio-correlazione viene assunto
indipendente dalla simmetria, la matrice densit�a �e l'unico oggetto che ri
ette la simmetria del
sistema. Seconsideriamosolo il pi�u bassostato energeticoper ciascunasimmetria, che ad esempio
nel casoatomico (in assenzadi interazionespin-orbita) possiamoindicare con il ket jL; S; mL ; mS i ,
per costruire la matrice densit�a abbiamobisognouna combinazionelinearedi determinanti di Slater
che corrispondono nel casonon interagente allo stessoket. Per avere la stima in approssimazione
di densit�a localedell'energia di uno di questi stati, dobbiamo minimizzare l'espressionedell'energia

E [� �� ] = T0[� �� ] + W [� �� ] + U[� �� ] + Exc [� �� ]; (3.38)

con � �� vincolata ad esseredi forma corrispondente alla simmetria �ssata, e T0,W ,U e Exc de�niti
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come

T0[� �� ] = energiacinetica del sistemanon interagente con matrice densit�a � �� (3.39)

W [� �� ] = � z
Z

� (r )v(r )d3r; (3.40)

U[� �� ] =
1
2

Z
� (r )v(r � r 0)� (r 0)d3r d3r 0 (3.41)

Exc [� �� ] =
Z

� (r )� xc (� " (r ); � #(r )) (3.42)

dove z �e numero atomico
v(r ) = 1

r interazione coulombiana
� (r ) = � " (r ) + � #(r ) densit�a di carica totale
� " (r ) e � #(r ) autovalori della matrice densit�a � �� (r )
� xc (� " + � #) energiadi scambio-correlazionedi un gasdi elettroni polarizzati con spin , con densit�a
spin up e down � " e � #. I due termini T0 e W non dipendonodalla simmetria, e poich�e assumiamo
che Exc non dipenda dalla simmetria a sua volta, la sola dipendenzaresidua �e quella che interessa
la costruzionedella densit�a di spin. Questo comporta principalmente due di�colt� a:

1) Stati corrispondenti a multipletti diversi possonoavere la stessaenergia

2) Gli splittings tra i diversi multipletti risultano errati (e si possonoavereprevisioni di di�erenze
energetiche anche tra stati rigorosamente degeneri). Per quanto riguarda le di�erenze tra stati
degeneri,quello che succede�e che dato che il contributo di U �e diverso per i vari stati, a�nc h�e
l'energia totale sia la stessa,ci deve essereuna compensazioneda parte del termine Exc : questo �e
persodalla LDA.

La prescrizioneempirica che per quanto riguarda gli splittings sianoda considerarea�dabili solo
quelli tra gli stati del multipletto le cui controparti non interagenti siano rappresentati da singoli
determinanti di Slater trova una giusti�cazione nelle considerazioniche seguono.Confrontando la
parte di scambio-correlazionedell'energia di interazione elettrone-elettrone

E int
xc [� ] =

1
2

X

� ;� 0

ZZ
� � (r )� � 0(r 0)[g� � 0(r ; r 0) � 1]v(r � r 0)d3r d3r 0 (3.43)

con l'approssimazione LDA della stessaquantit�a, si riesce a capire la ragione delle discrepanze
individuate [27]. Nell'espressione(3.43) g �e la funzione di correlazionedi coppia, e � � (r ) �e un ele-
mento diagonaledella matrice densit�a, ma dal momento che questa�e semprediagonale in assenza
di interazione spin-orbita, � � �e la densit�a di spin up o down, a secondadel valore di � . Il contri-
buto principale alla separazionedelle componenti di multipletto, viene dalla parte di scambio del
potenziale,mentre il contributo del termine di correlazione�e al pi�u del 25%, e quindi restringiamo
l'attenzione al termine di scambio. L'espressioneper E int

x , la sola parte di interazione, si ottiene
sostituendonella (3.43) alla funzione di correlazionedi coppia g la suacontroparte di Hartree-Fock
gH F , e quindi

E int
x [� ] =

X

� ;� 0

E x
� � 0; dove E x

� � 0 =
1
2

ZZ
� � (r )� � 0(r 0)[gH � F

� � 0 (r ; r 0) � 1]v(r � r 0)d3r d3r 0 (3.44)

L'approssimazionedi densit�a locale consuetasi ottiene sostituendo � � 0(r 0) con � � 0(r ), e g� � 0(r ; r 0)
con la funzione di correlazionedi coppia per il gas elettronico omogeneogh

� � 0[r � r 0; � " (r ); � #(r )].
L'approssimazionedel solotermine di scambio, E LD X , si ottiene con una sostituzioneanaloganella
(3.44), e si ricava

E LD X
� � 0 =

1
2

ZZ
� � (r )� � 0(r 0)[gh H F

� � 0 (r ; r 0) � 1]v(r � r 0)d3r d3r 0 (3.45)

Chiaramente, in assenzadi correlazione,non c'�e motivo perch�e gli elettroni restino lontani, cio�e
gh H F

"# = gh H F
#" = 1, e quindi E LD X

"# = E LD X
"# = 0, e questo�e all'origine dei problemi di a�dabilit� a
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della approssimazione. Infatti in generalegH F
"# corrispondente al sistema reale non �e 1, come in

approssimazioneLDA.

Per uno stato a molti-corpi che corrisponde (nel casonon interagente) ad un singolo determi-
nante, si ha esattamente che g"# (r ; r 0) = g#" (r ; r 0) = 1, e quindi ogni stato che, nel caso non
interagente, corrispondead un singolodeterminante di Slater, avr�a per i contributi di soloscambio
E X

"# = E X
#" = 0, in accordocon il valore approssimatoLDA, e questospiegaperch�e , comeera stato

individuato empiricamente, per questi stati LDA produca risultati a�dabili.

Alla luce di queste considerazioni, utilizzando un'approssimazionelocale del funzionale Exc (in-
dipendente dalla simmetria), la teoria del funzionale densit�a generalizzata risulta accurata solo
quando gli stati, nel casonon interagente, si riducono a singoli determinanti di Slater. Sonostate
sviluppate delle generalizzazionidel metodo che permettesserodi ovviare a questo problema, che
prevedonoalcune l'approssimazionedell'energia di scambio-correlazioneExc con potenziali che ri-
spettino la simmetria, altre l'estensionedel metodo a stati di simmetria mista, con risultati diversi.
In ogni caso, in basea questo discorsorisulta chiaro che nell'applicazione di questo metodo allo
studio di propriet�a di stati eccitati �e necessarioaverecautela, e scegliereopportunamente i vincoli
e le con�gurazioni vincolate da analizzare.



Capitolo 4

Meto do di calcolo

4.1 Schema generale

Comegi�a accennatoabbiamo decisodi non valutare direttamente gli integrali coulombiani che de-
�niscono i parametri di interesse,ma di ricavare questi ultimi per confronto tra i valori dell'energia
totale previsti, �ssata la con�gurazione elettronica, dal modello Hamiltoniano e quelli ricavati con
un calcolo ab initio per la medesimacon�gurazione, in modo da tenere conto dello screening, la
cui importanza �e suggeritadal valore elevato della costante dielettrica � r ' 4 nel fullerene (solido).

Il nostro calcolodegli integrali coulombiani �e basatosu di�erenze di energiatotale in con�gura-
zioni con diverseoccupazioni degli stati elettronici d'in teresse.Per ogni con�gurazione, la densit�a
di carica totale �e libera di rilassareallo stato che minimizza il funzionale di Kohn-Sham con il vin-
colo delle occupazioni �ssate. Tale riaggiustamento della carica descrive correttamente lo screening
intramolecolare, che rinormalizza gli integrali nudi a valori e�caci pi�u realistici.

Punto cruciale del procedimento diventa quindi la scelta delle grandezzeda confrontare. La
forma analitica dell'Hamiltoniana, in particolare della parte Ĥe� e (2.1) che determina la struttura
dei multipletti dello ione, permette di ricavare i valori di aspettazione di qualsiasi con�gurazione
elettronica, compresi gli stati eccitati. Dato che tra gli obiettivi principali dichiarati di questo
lavoro c'�e anche la determinazione dello spettro degli ioni Cn +

60 , potrebbe sembrare una buona
scelta quella di calcolaredirettamente i valori di un certo numero di stati eccitati di multipletto, e
poi confrontare questi valori dell'energia con quelli ricavati per le stessecon�gurazioni attra versoil
calcoloDFT. La DFT, nell'approssimazioneL(S)DA che si �e sceltodi utilizzare, non si presta per�o
particolarmente beneper il calcolodi energiedi stati eccitati, comeevidenziato nella sezione3.3.1.
In particolare, gli orbitali di Kohn-Sham che vengonoutilizzati per la determinazionedella densit�a
di carica dello stato fondamentale del sistema,e conseguentemente dell'energia totale, non hanno
un signi�cato �sico rigoroso, ma sonoda intendersi piuttosto comegrandezzeteoriche funzionali al
calcolo,corrette solonell'ambito previsto dallo schemadi KS. Di conseguenza,il risultato chesi pu�o
ricavare per l'energia dello stato fondamentale �e corretto, al di l�a delle approssimazioniintro dotte
successivamente, per l'equivalenzatra la formulazioneKS e il teorema di Hohenberg-Kohn che sta
alla basedella DFT, ma lo stessonon �e garantito per stati di�eren ti da quello fondamentale. Anche
un approccio basato su funzioni di Green/TD-DFT descrive con di�colt� a eccitazioni che hanno
un carattere intrinsecamente multi-determinan te, per problemi legati alla v-rappresentabilit�a.

Per questi motivi, si �e optato per un approcciodi�eren te, vicino al metodo della costrained LDA
(sezione3.3), che prevede il calcolo dell'energie dello stato fondamentale di un sistema soggetto
a vincoli esterni, tipicamente la magnetizzazioneo l'occupazionedegli orbitali. In questo caso il
vincolo utilizzato �e quello dell'occupazionedegli orbitali, in particolare corrispondenti a stati che
sono singoli determinanti di Slater, casoquesto che viene descritto in modo abbastanzaaccurato
dalla DFT-LD A standard. Confrontando le energieottenute dal calcolo L(S)DA con i valori di

27
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aspettazione dell'Hamiltoniana (2.1) relativamente agli stati corrispondenti, espressiin termini
dei parametri coulombiani di interazione individuati in precedenza,si possonoricavare relazioni
su�cien ti alla determinazionedei valori e�caci dei parametri stessi,in modo alternativ o al calcolo
diretto indicato in precedenza.

Gli orbitali molecolari del Cn �
60 a cui siamo interessati sono, lo ricordiamo, degeneri. Il LUMO

�e degeneretre volte (simmetria t1u ), e l'HOMO cinque volte (simmetria hu ). Questo pu�o com-
portare la comparsa di problemi di convergenzanel calcolo LDA autoconsistente. Ad esempio,
supponiamo di decideredi voler occupareuno degli orbitali inizialmente degeneri. In approssima-
zioneLDA, l'energia di un orbitale di Kohn-Sham aumenta rispetto al casoin cui essofossevuoto,
a causadella repulsione che la densit�a di carica totale esercita sull'elettrone in questione, che a
suavolta contribuisce alla densit�a totale. Insistendo nel vincolare la carica ad uno qualunquedegli
orbitali degeneri, incorreremmo nel problema che all'iterazione successiva le cariche tenderebbero
ad occupare uno degli orbitali prima vuoti, in modo che si minimizzi l'energia, portando cos�� a
grandi 
uttuazioni nella densit�a di carica del sistematra due iterazioni successive, tali da impedire
la convergenzadel calcolo autoconsistente (�gura 4.1). Questo tip o di comportamento �e legato
principalmente alla difettosa cancellazionedel termine di autorepulsionecoulombiano in LDA.

Shell vuota: livelli degeneri

Aggiungendo
un elettrone

Iterazione 

Iterazione 

Iterazione 

Figura 4.1: L'aggiunta di un elettrone ad una shell inizialmente vuota porta ad un innalzamento
dell'energia dell'orbitale occupato, e alle successive iterazioni l'elettrone migrer�a su di uno degli
orbitali vuoti per minimizzare l'energia totale, portando a grosse
uttuazioni nella densit�a di carica.

Per ovviare a questo inconveniente si potrebbero utilizzare metodi di�eren ti, comequelli basati
sulle proiezioni di simmetria (in cui la scelta dell'orbitale tra due iterazioni del calcolo autocon-
sistente successive non segueil solo criterio della minimizzazione energetica, ma intro duce dei
controlli sulla simmetria degli orbitali), oppure funzionali SIC (Self Interaction Correction), che
prevedonouna correzioneper l'auto-in terazione, responsabiledel problema. Tali metodi non sono
per�o attualmente considerati particolarmente a�dabili. Notiamo inoltre che tale problema non
sarebbe presente in calcoli analoghi basati sul metodo HF.

Il metodo utilizzato in questolavoro �e invecequello di \romp ere" arti�cialmen te la degenerazione
energeticadei livelli in esameintro ducendo delle distorsioni nella con�gurazione della molecola.
Dato che la simmetria icosaedricadella molecola �e caratteristica determinante per sue propriet�a,
a�nc h�e gli orbitali ' m entro cui studiamo la repulsione coulombiana non siano eccessivamente
alterati dallo scostamento del modello utilizzato rispetto alla geometria osservata, l'entit�a delle
distorsioni applicabili deve esseremolto limitata, e di conseguenzamolto piccola sar�a anche la
separazionetra i livelli originariamente degeneri. Questo a sua volta pone un limite alla quantit�a
di carica che si pu�o vincolare sui singoli orbitali (a priori dipendente dalla con�gurazione), senza
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incorrere nuovamente in problemi di convergenza. Fortunatamente, la propriet�a della LSDA che
l'energia dello stato fondamentale di un sistema,intesacomefunzionaledel numero di occupazione
non intero di un orbitale di Kohn-Sham, �e una funzionesmooth, ci permette di estrapolare l'energia
dello stato fondamentale delle con�gurazioni pre�ssate a partire dai risultati ottenuti per carica
frazionaria. In particolare, �nc h�e le variazioni nell'orbitale su cui viene vincolata la carica si
possonotrascurare, l'energia totale �e una funzione parabolica del numero di occupazione.

La strategia generale del calcolo si pu�o considerare a grandi linee delineata: �ssate alcune
con�gurazioni elettroniche (indip endenti) del Cn �

60 e ricavate la espressionianalitiche dei valori
di aspettazione dell'energia totale corrispondente in base all'Hamiltoniana modello eq.(2.3), si
calcolanoin approssimazioneL(S)DA i valori energeticicorrispondenti, per estrapolazionea carica
intera dei risultati ottenuti per carica frazionaria, e per confronto tra i due risultati si ottengono i
parametri cercati. Per chiarezza,abbiamo �nora fatto astrazionedi alcune di�colt� a tecniche, che
ora diventa opportuno menzionare.

Si �e scelto di utilizzare un programma per il calcolo DFT pensatoessenzialmente per lo studio
di solidi, basato su una struttura regolare rip etuta di celle elementari identiche con condizioni
periodiche al contorno. Per applicazioneal casodi un sistemanon periodico, comequello degli ioni
molecolari isolati si ponela necessit�a di utilizzare un metodo per sottrarre l'in terazionecoulombiana
spuria tra le repliche periodiche dello ione.

4.2 Determinazione di U: esempio per orbitale non degene-
re

Per aggirare i problemi di convergenzapropri della L(S)DA, senza incorrere nell'inconveniente
di una eccessiva distorsione della molecola rispetto alla simmetria icosaedrica,siamo costretti a
ricorrere all'espediente della caricafrazionaria. Nell'ambito della approssimazioneL(S)DA l'energia
totale dipendeconcontinuit�a dall'occupazionen ' (pensatacomevariabile reale)presente suciascun
orbitale di Kohn-Sham ' .

In realt�a, l'energia totale dipende dalla carica n ' presente su un dato orbitale ' in maniera
approssimativamente parabolica:

E tot (n ' ) = E 0
tot + bn' +

c
2

n2
' (4.1)

Nell'equazione (4.1), il termine noto ha ovvio signi�cato, mentre i due coe�cien ti dei termini
in n ' sono per il momento arbitrari. Correzioni dell'ordine di n3

' e superiori sono dovute a cam-
biamenti dell'orbitale ' legati al riempimento, ma nel C60 sonoestremamente piccoli, e dunque li
trascuriamo. Abbiamo veri�cato numericamente tale approssimazione:mostreremoin una sezione
successiva (5.4) che l'errore intro dotto nel trascurare termini di grado superiore al secondosia
inin
uen te per il grado di accuratezzache cerchiamo.

Analogamente a quanto accadeper la determinazionedel potenzialeU di Hubbard di interazione
tra elettroni anche nel caso pi�u semplice di singola banda non degenere,per il quale �e data la
relazione

U = E(N + 1) + E(N � 1) � 2E(N ) (4.2)

dove chiaramente E(N ) indica l'energia di uno stato con N elettroni, le equazionirilevanti coinvol-
gono di�erenze tra energietotali degli stati calcolati. Cos��, se ad esempio,trascurando eventuali
complicazioni dovute alla degenerazione,volessimocalcolareU attra verso la relazione (4.2) per il
primo dei tre livelli degeneriLUMO del C60, otterremmo un' espressionedel tip o

U = E tot (1; 1) + E tot (0; 0) � E tot (1; 0) � E tot (0; 1) = E tot (1; 1) + E tot (0; 0) � 2E tot (1; 0) (4.3)

dove E tot (n; m) indica l'energia totale di una con�gurazione con n elettroni con spin up e m
con spin down(m,n=0,1) nell'orbitale di interesse,trascurando di indicare l'occupazionedegli altri
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Figura 4.2: L'energia totale della molecolain approssimazioneLDA in funzione della carica frazio-
naria per carica positiva uniformemente distribuita n j"# ;"# ;"# ;"# ;"#i (rombi). Nel riquadro l'ingran-
dimento della regione intorno allo zero. La curva rappresenta la parabola che meglio si accorda
con i valori sperimentali, carica � 0:2. Il rombo pieno (blu) rappresenta il valore della energia
calcolato per il casocon carica = 4:0 (non incluso nel �t ). La di�erenza �e dell'ordine di 0:2 eV.

orbitali perch�e identica nei tre casi. Inoltre nel passaggiointermedio si �e sfruttata l'indip endenza
dell'energia dallo spin.

Sostituendoad E tot (n; m) le corrispondenti espressioniderivanti dall'estrapolazionesulla carica
frazionaria, otteniamo l'equazione

U = E 0
tot + b� 2 +

c
2

22 + E 0
tot � 2(E 0

tot + b0 � 1 +
c0

2
12) = (2c � c0) (4.4)

Per arrivare al risultato �nale si �e sfruttata l'assunzioneche E 0
tot sia lo stessoper tutti i valori della

carica, cos�� comel'identit�a dei termini bi e b0
i , derivante dall'osservazioneche b e b0 rappresentano

le derivate dell'energia totale rispetto alla carica posta nel livello in esame,e dall'applicazione del
teoremadi Janak [28] (appendiceA). Si ha l'espressione(4.4) che legadirettamente U ai coe�cien ti
c dei termini quadratici dell'estrapolazionedell'energia totale in funzione della carica frazionaria.
Da notare che la relazionenon �e banale, dato che la determinazionedi U richiede anche in questo
casosemplice il confronto di due calcoli microscopici. Similmente, nel problema pi�u generaledi
un orbitale degenere�e possibile esprimere tutti i parametri coulombiani che stiamo cercando in
termini dei coe�cien ti di curvatura c.

A questo proposito �e opportuno rilevare come nel'ambito della DFT, nel formalismo di Kohn-
Sham,sia possibiledare una caratterizzazionealternativ a dei parametri c. Osservando la relazione
(4.1), �e evidente che c rappresenta la derivata secondadell'energia totale rispetto all'occupazione,
cio�e

c =
�

d2E tot

dn2
'

�

n ' =0

(4.5)
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Su questa relazione �e basato un primo metodo di determinazione di c, appunto come derivata
secondanumerica dell'energia totale rispetto a n ' .

Per il teorema di Janak [28], d'altra parte, si ha che

�
dEtot

dn'

�

n ' =0

= � ' (4.6)

dove � ' indica l'energia di KS del livello ' . Questopermette di esprimerec direttamente in termini
degli autovalori degli stati di particella singola di Kohn-Sham, e precisamente

c =
�

d� '

dn'

�

n ' =0

(4.7)

Quesra espressionepermette di ottenere c, invece che dall'energia totale tramite (4.1), �ttando
l'espressione

� ' = b+ cn' (4.8)

I due metodi devono portare al medesimorisultato nel casodi un calcolo esatto, per l'equivalenza
formale delle due espressioni. In realt�a per�o nella soluzionenumerica del problema si intro duce
una serie di approssimazioni, dal troncamento della base di onde piane utilizzata, alla scelta di
una soglia di convergenzadel calcolo autoconsistente, alle derivate numeriche basatesu di�erenze
�nite, che intro ducono rumore numerico nell'energia totale e nell'energia degli orbitali di singola
particella. Abbiamo veri�cato in tutti i casiun sostanzialeaccordotra i risultati ottenuti con i due
metodi, e preferiamo quello basatosulla de�nizione (4.7) perch�e menosoggettoa rumore numerico
associato a piccole di�erenze di numeri molto grandi, comevedremomeglio in sezione5.4.

4.3 Determinazione dei parametri coulom biani: caso dege-
nere

L'esempiodella sezioneprecedente illustra il casosemplicedi un soloorbitale non degenere.Come
descritto nella sezione1.2, gli orbitali HOMO e LUMO sonoorbitali degeneri,e questorichiedeuna
generalizzazionedel procedimento appenadescritto. Pi �u precisamente, per motivi gi�a indicati nella
sezione4.1, la degenerazionedegli orbitali �e un problema secondario,essendogi�a stata eliminata
con una piccola distorsionedella molecolaper evitare problemi di convergenzadel calcoloautocon-
sistente. Per�o la scelta degli stati elettronici signi�cativi (nello schema della constrained LDA)
ri
ette per quanto possibile la degenerazioneresidua degli orbitali conseguente alla distorsione, e
richiede quindi in generalela variazione della carica di pi�u orbitali simultaneamente.

�E importante notare, a questo punto, che i valori dei parametri b e c dipenderannoin generale
dalla con�gurazione considerata,ossiadal particolare stato elettronico. Cos��, a due stati di�eren ti
j� i i e j� j i corrisponderannovalori dell'energia totale dati, in funzione della carica frazionaria, da

E tot (n i ) = E 0
tot + bni +

c
2

n2
i

e

E tot (n j ) = E 0
tot + b0nj +

c0

2
n2

j

L'estrapolazione sulla carica secondola relazione (4.1) permette di ricavare i valori dei tre
parametri E 0

tot , b e c per ciascuna delle con�gurazioni, e cos�� di ottenere i valori dell'energia
totale per il valore n (unico) proprio dei di�eren ti stati elettronici. L'uguaglianza tra i valori di
aspettazionedell'energiacomeprevisti in baseall'hamiltoniana modello e quelli ottenuti dal calcolo
L(S)DA avr�a quindi la forma generale:
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E 0
H + n i � i + U

ni (n i � 1)
2

+
n2

i

2
F [j� i i ] = E 0

tot + bni +
c
2

n2
i = E tot (n i ) (4.9)

dove � i indica la i -esimatra le con�gurazioni selezionate(caratterizzate da numeri di occupazione
nm sugli orbitali di singola particella ' m ), e U e F [j� i i ] hanno il signi�cato de�nito in precedenza
(sezione2.2).

In realt�a, per una seriedi considerazioniche troveranno spazio in seguito, �e opportuno trasfor-
mare le equazioni (4.9) in una forma diversa, sfruttando relazioni tra le grandezzesigni�cativ e
derivanti dalla DFT-LSD A, comealcune assunzionidi carattere �sico legate all'Hamiltoniana mo-
dello. La relazione(4.1) rimane valida anche nel casodi variazione contemporaneadel numero di
occupazionedi pi�u orbitali, quando cio�e in luogo di ' si considerasimultaneamente una famiglia
di orbitali ' m , a patto di sostituire n ' con n, dove n =

P
m � m nm , e � m sono costanti che val-

gono 0 se l'orbitale ' m cui si riferiscono non �e soggettoa variazioni di carica, e 1 altrimenti. Noi
consideriamola variazione simultanea della carica su HOMO (LUMO), quindi avremo 1 < m < d,
con d ordine di degenerazionedegli orbitali. Dato che una con�gurazione di carica �e determinata
dal rapporto costante tra i numeri di occupazionedegli orbitali con carica frazionaria, ci limitiamo
al casoin cui il rapporto

nm

n
= costante 8 m = 1:::d d ordine di degenerazione (4.10)

L'eq. 4.1 pu�o quindi essereriscritta semplicemente

E tot (n ' ) = E 0
tot + bn +

c
2

n2; (4.11)

Di conseguenza,possiamocontinuare a scrivere

c =
�

d2E tot

dn2

�

n =0
(4.12)

Per quanto riguarda invecela forma alternativ a per c basata sulle energiedi singola particella,
�e necessariopreliminarmente veri�care quale sia la relazione tra la derivata prima dell'energia
totale rispetto alla carica totale n de�nita sopra e le energiedi singola particella degli orbitali di
Kohn-Sham. Ripercorrendo la dimostrazione del teorema di Janak [28] (appendice A), si ha che
la relazionecercata ha la forma seguente:

dEtot

dn
=

X

m

� m
dnm

dn
: (4.13)

Naturalmente, questaespressionerisulta corretta a rigore solosela relazionetra n enm �e invertibile
(e di�erenziabile) 8 m, cosagarantita nel nostro casodalla condizione(4.10). Ogni nm �eesprimibile
in modo univoco in termini di n, ed �e precisamente

nm (n) = � m f m n (4.14)

dove la costante

f m :=
dnm

dn
=

nm

n
(4.15)

�e ben de�nita 8 m. La costante f m vale infatti 0 o 1
~n , con ~n numero degli orbitali su cui viene

distribuita la carica nello stato. Cos�� gli f m soddisfano la relazione
X

m

f m =
� m nm

P d
j =1 � j nj

= 1 (4.16)

In de�nitiv a
dEtot

dn
=

X

m

f m � m (4.17)
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Con questo risultato in mano, possiamoricavare il parametro di interessec a partire dagli orbitali
di singola particella come

c =
d2E tot

dn2 =
d

dn
dEtot

dn
=

d
dn

X

m

f m � m =
X

m

f m
d� m

dn
(4.18)

che si pu�o anche esprimerecome

c =
X

m;n

f m f n
@� n

@m
: (4.19)

Quest'ultima forma non verr�a mai utilizzata.

Utilizziamo la relazione (4.18) come base del secondometodo per ricavare i parametri c dai
risultati del calcoloDFT, a partire dai valori d� m

dn , cio�ealle variazioni degli autovalori di KS rispetto
alla variazione simultanea di tutti i numeri di occupazione.

4.4 Condizioni perio diche al contorno

DFT in approssimazioneLSDA si prestamolto beneal calcolodi propriet�a dello stato fondamentale
di sistemi elettronici. In particolare, il formalismo di Kohn-Sham permette di ottenere la densit�a
dello stato fondamentale e l'energia totale attra verso la minimizzazione del funzionale energia
rispetto a orbitali di singola particella. L'utilizzo di uno sviluppo in onde piane di questi orbitali,
permette di controllare l'errore numerico di troncamento della basevariando un solo parametro.
Questo tip o approccio �e utilizzato spessonello studio di sistemi in�niti periodici, come nel caso
di solidi cristallini, ma presenta vantaggi anche nel casodi sistemi non periodici, �no al limite di
sistemi totalmente aperiodici, comequello di singoli atomi o molecole. D'altro canto, la possibilit�a
di utilizzare un insieme discreto di onde piane, �e legata strettamente all'assunzionedi condizioni
periodiche al contorno (nel seguito indicate con la sigla PBC), e questo aspetto comporta alcune
complicazioni. L'aperiodicit�a del sistemada studiare rendeimpossibilel'individuazione di una cella
elementare che rip etuta all'in�nito consenta una buona descrizionedel sistema,quindi l'espediente
pi�u naturale �e quello di considerareuna cella elementare di dimensioni tali da contenere l'in tero
sistema, rip etuta quindi con PBC. In tal modo per�o ciascuna cella interagisce con le sue copie
circostanti, cosa questa che rende i risultati non direttamente applicabili al caso di un sistema
isolato. La correzione di tali contributi non �sici �e un problema computazionale non banale in
presenzadi interazioni a lungo raggio (tipicamente l'in terazione coulombiana nel casodello studio
di uno ione isolato) chedecadendolentamente richiederebberocelledi taglia proibitiv amente grande
per ottenere la convergenzadei risultati. Data per�o la convenienza computazionale (oltre che
l'a�dabilit� a) del procedimento di calcolo, la letteratura presenta diversi studi per la soluzionedi
questoproblema, tutte mirate a controllare l'e�etto dell'in terazione tra celle vicine, che �e la causa
principale dei problemi indicati in precedenza.

Uno dei metodi suggeriti recentemente �e quello di sostituire al potenzialecoulombiano esatto un
potenzialetroncato, cio�echeabbia il corretto andamento �no a una distanzaminima di taglio ma sia
nullo al di l�a. Ci�o fa s�� chesi annulli l'in terazionespuria tra celledistinte, purch�epresedi dimensioni
opportunamente maggiori della distanza di taglio, mantenendo i vantaggi computazionali dello
schema PBC [29].

In questo lavoro si �e stati costretti a scegliereun metodo [30] leggermente pi�u macchinoso
a causa di problemi di memoria del computer a nostra disposizione. Osservando che gli e�etti
dell'in terazione tra celle si annulla al limite di lato a della cella elementare in�nito, il risultato
corretto per un sistema isolato si pu�o ottenere comelimite per a ! 1 dei risultati ottenuti per
a �nito. Makov e Payne [30] trovano la dipendenzafunzionale asintotica per l'energia totale di un
sistemaaperiodico dal parametro reticolare a, sia nel casodi una specieneutra che di una carica.
Sulla basedi tale espressioneasintotica, �e possibile estrapolare a size in�nito i risultati ottenuti.
Questocomporta per�o la necessit�a di eseguireper ogni con�gurazione elettronica di interessediversi
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calcoli autoconsistenti corrispondenti a valori di a di�eren ti, per averea disposizionedati su�cien ti
a ricavare un' estrapolazioneattendibile. Il tempo di calcoloe la memoria necessariaper un calcolo
del tip o Kohn-Sham con sviluppo in onde piane e PBC dipende dal volume Vc � a3 della cella
elementare in modo approssimativamente proporzionale a VclnVc (�gura 4.3, per un casotipico).
Comesi pu�o vederenon ci sonodi�erenze sostanziali per l'imp egnodella memoria tra i due casidi
calcolo con e senzaspin. Dalla �gura 4.4 si vedeinveceche una di�erenza si manifesta quando si
guarda il tempo impiegato dal calcolo. Per ovviare ad eventuali di�erenze intro dotte da un diverso
numero di passi iterativi necessariper raggiungere la soglia di convergenza�ssata per il calcolo
autoconsistente, consideriamoil tempo per singola iterazione. Tutto questo pone un vincolo sulle
dimensioni massimedella cella utilizzabile in relazione alle dimensioni della memoria disponibile,
tale da consentirci di utilizzare il metodo dell'estrapolazione [30], ma non quello del potenziale
troncato [29].

Inoltre, comeevidenziatonello stessoarticolo, la sceltadella geometriadella cellanon �e irrilev an-
te ai �ni del calcolo: in particolare, si ha che in un reticolo cubico semplicei contributi di termini
dipolari si cancellano[30], portando ad una convergenzapi�u veloce dell'energia con il parametro
reticolare, e per questomotivo si �e scelta questageometria.

4.4.1 Size Scaling dell'energia totale

La scelta di un programma per il calcolodelle con�gurazioni della molecolache utilizza condizioni
periodiche al contorno, permettendo cos�� di sviluppare le autofunzioni corrispondenti agli orbitali
di KS su di una basedi onde piane discreta, comporta qualche problema. Per l'aperiodicit�a del
sistema in studio, la scelta della cella elementare �e pressoch�e obbligata, cio�e deve esseresu�cien-
temente ampia da contenere l'in tero sistema. A�nc h�e i risultati ottenuti in questo contesto siano
ragionevolmente rappresentativi del sistema aperiodico, ci devono esserele condizioni perch�e si
possaconsiderareisolato. Come evidente ad esempiodallo studio di Makov e Payne in cui viene
descritto il metodo utilizzato [30], questa ulteriore condizione pu�o non esserebanalmente soddi-
sfatta, a causadell'in terazione tra le \copie" del sistema in celle di�eren ti, nemmenonel casodi
sistemi neutri. Prima di passarealle considerazionipi�u strettamente rilevanti ai �ni del lavoro in
esame,�e opportuno ricordare alcune delle questioni principali.

Utilizzando lo schemadellecondizioni periodicheal contorno per calcolarel'energia di un sistema
non periodico, la grandezza di interesse�e E 0, l'energia totale del sistema nel limite in cui la
dimensionelineare della cella a ! 1 . Le di�erenze tra il valore dell'energia calcolato per a �nito
E 0(a) e E 0 sono dovute alle interazioni tra la densit�a di carica non periodica di una cella con
l'immagine delle celle vicine, e queste inducono variazioni nella densit�a di carica che dipendono
da a stesso. Per ricavare E 0 a partire dalla conoscenzadi E 0(a) per qualche a utilizziamo la
dipendenzaasintotica dell'energia dal parametro reticolare [30].

Nel casodi sistemacarico (per es. ione), �e utile qualche considerazionepi�u dettagliata. Innan-
zitutto, per ovviare alla divergenzanell'energia totale di un sistema periodico carico, si suppone
di considerareil sistema equivalente in cui la speciecarica �e immersa in un background uniforme
che rende complessivamente neutra la cella. La convergenzadell'energia della cella elementare �e
piuttosto lenta, a causa della interazione tra la carica propria del sistema e il background e le
repliche periodiche di entrambi, che diminuiscecon l'aumentare delle dimensioni della cella. Nella
cella si ha una densit�a di carica totale

� (r ) = � c(r ) + n0; (4.20)

sommadella densit�a della speciecarica � c(r ) e della densit�a del background n0. Una volta de�nite
le grandezze

q = carica totale della specie (4.21)

� = costante di Madelungdipendente dal reticolo (4.22)
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Figura 4.3: Memoria utilizzata in MB (valore massimo)per ciascunodei 16 processoriin funzione
del lato della cella periodica in Bohr per un calcolo in LDA e uno in LSDA. Le linee continue sono
solo una guida.
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si ha per l'energia totale nel casocarico

E = E 0 �
q2�
2a

+
�
a3 + O(a� 5); (4.23)

dove il coe�cien te del termine in a� 3 dipendente a rigore da � (r ), ma verr�a trattato solo comeun
parametro libero del �t .

L'equazione (4.23) permette cos�� di ricavare il valore dell'energia totale per la molecola isolata
neutra o ionizzata, a partire da un adeguato numero di valori corrispondenti a di�eren ti valori
�niti di a, scelti in modo che le uniche interazioni tra le repliche siano di tip o elettrostatico, cio�e
per valori di a per cui le code delle funzioni d'onda si sovrappongonoin maniera trascurabile. La
conoscenzadell'energia totale �e su�cien te a determinare i parametri coulombiani cercati, come
si vedr�a dalla forma delle equazioni per i parametri stessi indicate nella sezione5.3. Come gi�a
indicato nella sezione(4.3) un ruolo chiave �e quello delle curvature c dell'espressionedell'energia
totale espressadalle relazioni (4.1) o (4.11), a secondache si abbia variazione singola o multipla
degli orbitali di KS. L'energia totale che compare a primo membro nelle due relazioni ricordate
sopra �e quella dello ione molecolareisolato, cio�e il termine E 0 della (4.23). In basea quanto detto
nella sezione(4.3) abbiamo a disposizione tutte le informazioni necessarieper ricavare i vari c
corrispondenti alle diversecon�gurazioni seguendouna ben precisa procedura, ovvero, �ssata la
con�gurazione speci�ca (cio�e i rapporti �ssi tra i numeri di occupazionedegli orbitali soggetti al
vincolo di carica frazionaria), si ottengono per ogni carica i valori dell'energia totale E 0(a) per
un congruo numero di valori distinti di a, utilizzando la relazione (4.23) per ricavare i relativi
valori a size 1 . Conveniamo di aggiungereun pedice n al simbolo dell'energia per ricordare a
quale con�gurazione carica si riferisce. Per il momento trascuriamo l'eventuale non univocit�a della
notazione. Una volta ricavati attra versol'estrapolazionesul parametro reticolare i valori di E 0

n per
i diversi valori di n cercati, ricaviamo i parametri E 0

tot , b, e in particolare c attra versoun �t con la
parabola(4.11).

4.4.2 Size Scaling della curv atura c

Utilizzando la formula alternativ a (4.8) ai dati corrispondenti ad ogni a �ssato, possiamoanche in
questomodo alternativ o ricavare valori di c per a �nito, ed �e possibileconfrontare l'andamento con
il parametro reticolare per c ricavati con i due metodi. Proprio il riscontro di alcune lievi anomalie
in questi andamenti ha spinto verso la ricerca della forma asintotica c(a) per grande a. Questa
permette di ottenere i valori di c corrispondenti al casodella molecola isolata a prescinderedalla
de�nizione, data la loro equivalenza. In aggiunta, la disponibilit�a della dipendenzadelle energiedi
singola particella da a permette di completare il quadro delle corrispondenzetra i due metodi.

Per quanto riguarda la dipendenza dal parametro reticolare di c(a), l'idea �e di sfruttare la
relazionefunzionale (4.5). Per renderepi�u chiaro il discorso,riscriviamo le relazioni che ci servono
in una forma pi�u adatta. Innanzitutto, esplicitiamo la dipendenzadell'energia totale del sistema
in studio, in approssimazioneL(S)DA, dai due parametri a e q, che possiamoconsiderarecome
variabili reali

E tot (a; q) = E 0
tot (a; q) + b(a)�q +

c(a)
2

�q2 (4.24)

Allo stessomodo esplicitiamo la dipendenzadai due parametri nell'espressionedi Makov-Payne
dell'energia totale, ottenendo

E tot (a; q) = E 0
tot (q) �

q2�
2a

+
�
a3 + O(a� 5) (4.25)

I due primi membri delle equazioni (4.24) e (4.25) rappresentano la stessagrandezzaper uguale
valore delle due variabili. Da notare che il termine E 0

tot (q) dipende solo da q, rappresentando
l'energia della molecola isolata, con carica netta q. Applicando allora la de�nizione (4.5), con q
al posto di n (di�eriscono al pi�u di un segno,quindi nella derivata secondasi possonoscambiare),
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in virt �u della dipendenzacontinua (di�erenziabile) dell'energia totale dalla carica (frazionaria) per
valore di a �ssato, abbiamo, per ogni a

c(a) =
d2

dq2 E(a; q) =
d2

dq2 E 0(q) �
�
a

�
d2

dq2

�
a3 + O(a� 5) (4.26)

Poich�e d2 E 0 (q)
dq2 non �e altro che c (ovvero c(a)a!1 ), abbiamo ricavato la dipendenzadi c dal

parametro a, ossia

c(a) = c �
�
a

�
d2

dq2

�
�
a3

�
+ O(a� 5) (4.27)

La dipendenzadel termine in a� 3 da q non �e banale, e per questo motivo la derivazione non
�e stata esplicitata, ma la cosarilevante �e l'ordine della dipendenzadal parametro reticolare, che
permette di ricavare l'espressionedi c trattando il coe�cien te del prefattore in a� 3 comeparametro
libero da \�ttare". Notiamo inoltre che, comeera da attendersi, il coe�cien te del termine in a� 1

non dipende pi�u dalla carica, ma �e una costante universale, la costante di Madelung � per un
reticolo cubico semplicedi cariche puntiformi in un background neutralizzante. Numericamente
� = 2:8372974794806.Data l'equivalenza tra le de�nizioni (4.5) e (4.7), dovuta la teorema di
Janak [28], la stessaformula permette di ricavare c a partire dai valori c(a) indipendentemente dal
metodo con cui sonostati calcolati.

Nella sezione(4.2) abbiamo indicato ancheuna possibilede�nizione alternativ a dei c, equivalente
alla prima ma in
uenzata in modo di�eren te dalle approssimazioniutilizzate nel procedimento di
calcolo, ossia,semprenel casodi occupazionedi un singolo orbitale (4.7)

c =
�

d� '

dn'

�

n ' =0

�E evidente che perch�e questa de�nizione alternativ a sia utilizzabile, �e necessariodisporre degli
autovalori degli orbitali di Kohn-Sham per la molecolaisolata, cio�e dovremmo conoscerela dipen-
denzaasintotica delle energiedi singolaparticella dal parametro reticolare a in un calcoloL(S)DA
con condizioni periodiche al contorno.

Nel casodei c ricavati a partire dalla relazione (4.5), abbiamo la possibilit�a di ricavare c per
ogni valore �nito di a, e quindi avere una stima dell'andamento asintotico di c al variare del
parametro reticolare, ed �e necessariostudiare la forma funzionaledi questadipendenza,cosadi cui
ci occuperemonella sezione5.4.

4.4.3 Size Scaling delle energie di KS

Il teorema di Janak �e la chiave per la determinazionedella forma della dipendenzadal parametro
reticolare anche delle energie di singola particella. Considerando ancora il caso di un singolo
orbitale, il teorema di Janak lega l'energia di singola particella di un orbitale su cui si considerino
variazioni (frazionarie) di caricacon l'energia totale (calcolata in modo autoconsistente) del sistema
attra versola relazione �

dEtot

dn'

�

n ' =0

= � '

Avendoa disposizionei valori di E tot per pi�u valori della carica, possiamoagevolmente ricavare con
un �t la derivata numerica dell'energia rispetto al numero di occupazione.Notiamo che n ' indica
il numero di occupazionedell'orbitale descritto dall'autofunzione ' , che indica convenzionalmente
il numero di elettroni presenti sull'orbitale. Ci�o signi�ca che il segnodel numero di occupazione
�e opposto a quello della carica totale dello ione. , e questo comporta che dk

dn k = (� 1)k dk

dqk . Tra-
lasciando per il momento il pedice che indica l'orbitale, sempre rifacendoci alla relazione (4.25),
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possiamoscrivere

� (a) =
d

dn
E(a; q) = �

d
dq

E(a; q) = �
d
dq

E 0(q) +
q�
a

�
d
dq

�
a3 + O(a� 5) (4.28)

e poich�e �e proprio � d
dq E 0(q) = d

dn E 0(q) = � (a)a= 1 , si ha

� (a) =
d

dn
E(a; q) = �

d
dq

E(a; q) = � 0 +
q�
a

�
d
dq

�
a3 + O(a� 5) (4.29)

dove � 0 = � (q = 0).

Come per la deduzioneprecedente, la forma esatta dei termini O(a� 3) non �e particolarmente
rilevante ai �ni dell'estrapolazione,e viene determinato il prefattore di a� 3 tramite �t .

Con le relazioni asintotiche (4.23), (4.27) e (4.29), siamo in grado di ricavare i parametri di
interesseper la molecola isolata, oltre che ovviamente le energietotali e gli autovalori di singola
particella, nell'ambito di un quadro coerente e consistente.

Dato che il metodo e le relazioni delineate in questasezionedevono esserein concreto utilizzate
per il casomolteplicemente degeneredel Cn �

60 , oppure qualora si decidadi romperela degenerazione
con lievi distorsioni nel casodi variazione simultanea della carica su pi�u orbitali KS, �e necessaria
una certa cautela. In particolare, l'equazione(4.27) resta valida in ogni caso,dipendendosolodalla
derivata (seconda)dell'energia totale rispetto alla carica totale del sistema, e permette quindi di
ricavare c correttamente in ogni caso. Nel casodi variazione simultanea di carica su pi�u orbitali
di�eren ti, al �ne del calcolodel parametro c a partire dagli orbitali di singolaparticella, �enecessario
considerareinvece,la relazione(4.29) per ciascunodegli orbitali interessati e quindi calcolarec in
accordocon la relazione(4.18).



Capitolo 5

Risultati

5.1 Dettagli del calcolo

Dopo l'illustrazione delle ideedi basecheportano alla DFT(capitolo 4), vogliamoqui indicare alcuni
dei dettagli pi�u tecnici. I calcoli sonostati fatti utilizzando il pacchetto PWSCF [31]. Il programma
permette il calcolo autoconsistente della struttura elettronica e dell'energia della molecolae degli
ioni molecolari del C60, utilizzando lo sviluppo degli orbitali di Kohn-Sham su di una basedi onde
pianediscreta, legataall'impiego di condizioni periodicheal contorno (PBC). La molecola(o lo ione
molecolare)�e rip etuta periodicamente in un reticolo cubico semplice,per sfruttare la particolarit�a
che per questageometria del reticolo le interazioni tra dipoli si annullano [30]. Il metodo seguito,
descritto nello stessoarticolo, richiedeva il calcolo dell'energia dello ione per diversi valori del
parametro reticolare a, e abbiamo eseguito calcoli per 6 distinti valori del lato della cella, da
a = 13:2 ad a = 18:5 �A, da confrontarsi con il diametro della molecoladi circa 7 �A. Dal momento
che siamo interessati alla molecola(ione) isolato, non esploriamola zonadi Brillouin, ma il calcolo
�e fatto usandosolo le funzioni d'onda per k = 0. Abbiamo utilizzato pseudopotenziali ultrasoft [32]
per il carbonio [33]. La basedi onde piane �e troncata al valore di 27 Ry (e la densit�a di carica a
167Ry). Il calcolo�e stato condotto per �ssata geometriamolecolare,cio�e la posizionerelativa degli
ioni atomici �e stabilita a priori. Questoda un lato per permettere il disaccoppiamento dei gradi di
libert�a elettronici e vibrazionali, necessariaper il confronto con gli accoppiamenti elettrone-fonone
calcolati in ref. [13]. La geometria della molecolanon �e perfettamente icosaedrica,ma �e ottenuta
da questaapplicando una piccola distorsione secondouno dei modi Jahn-Teller attivi. Questo per
permettere la rottura della degenerazioneenergeticadi HOMO e LUMO, per le necessit�a spiegate
nella sezione4.1. Lo scostamento massimodegli atomi dalle posizioni di equilibrio (icosaedrico)
non supera 0.5 pm, e comporta una separazionemassimadelle energiedel LUMO di 57 meV, e di
69 meV per l'HOMO.

5.2 Determinazione dei parametri

Nel corsodel capitolo 4 abbiamo illustrato sinteticamente il metodo utilizzato per la determinazione
dei parametri di interesse.In questo capitolo vogliamo entrare nel dettaglio del lavoro svolto, che
�e essenzialmente una applicazione del metodo esposto in precedenza,agli ioni molecolari di C60.
L'oggetto principale dello studio, la determinazionedei parametri coulombiani di interazionebuca-
buca per gli orbitali HOMO, richiede particolare cautela nella applicazione del metodo, sia per
l'elevato ordine di degenerazionedel sistemapi�u volte evidenziato,siaperch�e il ricorso ad espedienti
di vario genere(rottura della degenerazione,estrapolazioni), resosinecessarioper ovviare ad alcuni
problemi di convergenza,comporta alcune interessanti varianti del modello utilizzato. Lo stesso
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discorsovale ovviamente anche per il casodegli orbitali LUMO, trattati come sistema di test in
modo omogeneoall'altro, proprio per evitare di intro durre errori sistematici.

L'idea di basedel metodo �e di utilizzare due modelli distinti del medesimosistema,per ricavarne
previsioni sui valori di grandezzeomologhe, dal cui confronto ottenere i parametri coulombiani.
Da un lato si utilizza l'Hamiltoniana ricavata nel capitolo 2.1, nella forma pi�u adatta a mettere
in evidenza la dipendenzafunzionale tra la grandezzaoggetto del confronto (l'energia totale, in
questocaso)e i parametri coulombiani per i multipletti degeneriper gli orbitali HOMO e LUMO.
Dall'altro, descriviamo il sistema nell'ambito della DFT, in approssimazioneLSDA. La scelta di
questa tecnica di calcolo per la struttura elettronica risulta piuttosto vincolante, e le limitazio-
ni dell'approssimazionein
uiscono sulla scelta delle con�gurazioni elettroniche da considerarein
entrambi i modelli, e quindi vogliamo analizzarle con pi�u attenzione.

Innanzitutto ricordiamo che a causadella simmetria icosaedricadel sistema, l'in terazione cou-
lombiana nell'HOMO (LUMO) �e completamente caratterizzabile per mezzodi cinque (due) pa-
rametri. Il contributo dei termini H � e He� e (2.3) all'energia totale dipende dai cinque (due)
parametri coulombiani e dalle energiedi ciascunodei d orbitali molecolari considerati; pertanto i
parametri da estrarre sono in principio dieci pr L'HOMO e cinque per il LUMO. L'Hamiltoniana
modello descrive per�o il sistemaimperturbato, quindi i cinque � m dell'HOMO (e i tre del LUMO)
coincidono. Pertanto, per determinarli completamente �e su�cien te consideraresei con�gurazioni
elettroniche indipendenti (tre nel casodel Cn �

60 ), dove per indipendenti intendiamo che le equazioni
che leganolinearmente energiaeparametri per le con�gurazioni di�eren ti sianoindipendenti. Come
evidenziato nella discussionedel capitolo 3, l'approssimazioneLDA (o meglio la costrained LDA)
presenta complicazioni per stati non rappresentabili da singoli determinanti di Slater; �e quindi
preferibile sceglierecon�gurazioni elettroniche indipendenti rappresentate da singoli determinanti.
Oltre a questo, la realizzazionedel vincolo viene fatta �ssando il numero di occupazionedei cinque
(nel casoHOMO, tre nel casoLUMO) orbitali di Kohn-Sham che descrivono i livelli di interesse.
Per i problemi di convergenzadel calcoloautoconsistente in presenzadi degenerazionedegli orbita-
li, �e stato decisodi considerareuna con�gurazione distorta della molecolaneutra. La distorsione �e
piccola per permettere con buona approssimazionedi considerarei risultati ricavati dentro questo
modello confrontabili con quelli ricavabili dall'Hamiltoniana icosaedrica,ma su�cien te a rompere
la degenerazionedell'HOMO in uno schema di orbitali di KS , a partire dal livello pi�u basso,di
ordine 2+ 2+ 1. Analogamente, la stessadistorsione comporta una rottura della degenerazionedi
ordine tre dei livelli LUMO secondolo schema 1 + 2, comeindicato in �gura 5.1.

Questo pone due ordini di problemi. Il primo riguarda la corrispondenza tra le previsioni
dei due modelli. In presenzadi distorsione, i due modelli descrivono sistemi in realt�a di�eren ti,
uno indistorto, a simmetria esattamente icosaedrica(Hamiltoniana) e l'altro un sistema con una
piccoladistorsioneda una con�gurazione icosaedrica.In particolare, all'energia di singolaparticella
� m , che nel casodi perfetta simmetria icosaedricaha lo stessovalore per tutti e cinque orbitali
HOMO (tre LUMO), corrispondono tre valori distinti (HOMO, due per il LUMO) nel modello
L(S)DA, e di questoin qualche misura va tenuto conto, anche sesi tratta comunque di separazioni
estremamente limitate. Ricordiamo incidentalmente che proprio la piccolezzadella distorsione ci
ha costretto a sfruttare il procedimento della carica frazionaria nei nostri calcoli, al �ne di evitare
che si ripresentasseroi problemi di convergenzadi cui si parlava, ma questo non ha rip ercussioni
sulla scelta degli stati da considerare.

Il secondotip o di problema inveceha diretta in
uenza sulla scelta degli stati da utilizzare per
valutare l'energia. Le degenerazioniresidue dei livelli HOMO (LUMO) in presenzadi distorsione
limitano ulteriormente le con�gurazioni utili a quelle che ne rispettino lo schema. Nel seguito
supporremo che le distorsioni sfruttate siano tanto piccole da permettere un confronto sensatotra
le energienei due modelli, riservandoci di valutare la correttezzadi questaassunzionea posteriori.

La forma generaledel valore di aspettazione dell'energiasu di uno stato generico,che indichiamo
con j� i , con N buche (elettroni nel casodel LUMO), �e, lo ricordiamo

E tot
� = ~E0 + h� jĤ j� i = ~E0 + N � H

� + U
N (N � 1)

2
+

N 2

2
F [j� i ]; (5.1)
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d=2
d=2
d=1

HOMO d=5

Molecola
Distorsione

LUMO d=3
d=2
d=1

Distorsione
Molecola

Figura 5.1: Rottura della degenerazionedi HOMO e LUMO conseguente alla distorsione della
molecola. Le linee orizzontali rappresentano i livelli. Accanto a ciascun livello �e indicato l'ordine
di degenerazione.La separazionenon ha signi�cato quantitativ o.

dove F [j� i ] indica l'espressionegenericadella dipendenzadell'energia dai parametri di interesse
(che abbiamo indicato comeF2 : : : F5 per l' HOMO, e con J per il LUMO), e il fattore N 2

2 �e stato
intro dotto per convenienza. Abbiamo inoltre aggiunto un pedice� al parametro � , per mantenere
la discussioneil pi�u generalepossibile. Cos��, nel casoi livelli siano tutti degeneri,i parametri che
compaiononell'Hamiltoniana (2.1) � m assumonolo stessovalore, e � H

� i
� � m =: � . Se i livelli sono

distinti si ha

� H
� =

X

m

� m N �
mP

n N �
n

; (5.2)

con
P

m N �
m = N , e N �

m �e il numero di occupazionedell'orbitale indicizzato da m, nella con�-
gurazione �. Raccogliendoi termini che moltiplicano potenze di pari grado in N si pu�o anche
scrivere

E tot
� = ~E0 +

�
� H

� �
U
2

�
N + (U + F [j� i ])

N 2

2
(5.3)

Per la sceltafatta di utilizzare la dipendenzadell'energiadalla caricafrazionaria, la forma dell'espres-
sionedell'energia che utilizziamo, comegi�a spiegatonella sezione4.2, �e

E tot
� = E0 + b� � n +

c�

2
� n2 (5.4)

dove n rappresenta la carica totale dello ione considerato, che pu�o assumerevalori non interi,
ma che deve essereconfrontato con il valore ottenuto dall'Hamiltoniana per il medesimostato �
solo per il valore intero N � corrispondente. Ricordiamo che i coe�cien ti b e c dipendono dalla
con�gurazione particolare (per questo sono dotati del pedice �), mentre il valore E0 rappresenta
l'energia della molecolaneutra, valore quindi indipendente da qualunquevariazionedi carica. Dove
necessario,indichiamo il valore intero unico per cui la singola formula vale come N � i , poich�e a
stati di�eren ti (anche indipendenti) pu�o corrispondere il medesimovalore della carica, e quindi �e
necessariospeci�care anche lo stato. L'uguaglianza tra i valori dell'energia per stati corrispondenti
comepreviste dai due modelli, si scrive

E tot
� = ~E0 +

�
� H

� �
U
2

�
N + (U + F [j� i ])

N 2

2
= E0 + b� � N � +

c�

2
� N 2

� = E tot LD A
� (5.5)
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A questo punto alcune considerazionipermettono di ottenere equazioni per i parametri in forma
pi�u maneggevole. Assumiamo per il momento che l'Hamiltoniana descriva il sistema nella sua
generalit�a, senzaimporre per il momento che i livelli siano degeneri. In seguito ritorneremo sulla
questione. La presenzadella distorsione,e dunque la rottura della degenerazionedei livelli HOMO-
LUMO, comporta che nell'espressionedell'energia in funzione della carica della con�gurazione
(5.4) non solo il coe�cien te c� del termine di secondogrado in N � , ma anche b� , lineare in N � ,
dipenda dallo stato �, come abbiamo indicato. La forma si pu�o sempli�care se analizziamo pi�u
dettagliatamente le informazioni a disposizione. Essenzialmente, non conosciamosolo i valori delle
energietotali del sistemanelle di�eren ti con�gurazioni considerate(L(S)DA), ma conosciamocome
parametri di estrapolazioneE0, b� i ec� i , gli ultimi dueper ciascunodegli stati utilizzati. Il termine
costante, E0 rappresenta evidentemente l'energia totale del sistema neutro, quindi identi�c hiamo
i due termini corrispondenti nelle due espressioni.La parte dipendente dalla carica (o dai numeri
di occupazione, a secondadella de�nizione) non pu�o esserebanalmente identi�cata termine a
termine, perch�e i parametri del �t sulle energiedel modello LDA sono da intendersi a priori solo
comestrumenti ausiliari per descrivere il sistema,ma privi di signi�cato �sico, come�e stato meglio
spiegato nel capitolo 3. Alla luce del teorema di Janak e dell'in terpretazione dei coe�cien ti b� i

che suggerisce,possiamotentare alcune sempli�cazioni. Ricordando che, per quanto visto nella
sezione4.3 nel caso di variazione simultanea su pi�u orbitali, b� i rappresenta la derivata prima
numerica totale dell'energia rispetto alla variazione di carica, e quindi riferendoci alla relazione
(7.21) (appendiceA) possiamoscrivere

~� � =
X

i

� m
dN �

m

dN�
(5.6)

che lega ~� � , energia di singola particella della con�gurazione con � m energiedi singola particella
degli orbitali di KS del sistemacon distorsione.

Data l'in terpretazione dei coe�cien ti del termine dei primo grado in N � nelle due espressioni
a cui siamo giunti, �e naturale identi�care questi termini, ricavando delle equazioni chiuse per i
parametri. Detta in altro modo, ci limitiamo in realt�a ad assumereche le di�er enzetra le energie
di singola particella delle diversecon�gurazioni siano le stessenei due modelli. Cos�� assumiamo
che in tutta generalit�a si possascrivere

� H
� i

=
U
2

+ b� i � � (5.7)

Il parametro ausiliario � intro dotto qui �e rappresenta l'arbitrariet� a della energiadi riferimento � H
� i

nell'Hamiltoniana, dato che nulla assicurache lo zero delle misure energetiche nei due modelli sia
lo stesso.

Ora, dato che siamo interessatiai parametri coulombiani e non ai termini � H
� i

, possiamopensare
di sfruttare questa relazioneper portare le equazioni in una forma chiusa per U e F2 : : : F5.

Considerandol'equazione(5.3)per l'energia totale , divisa per N � i , abbiamo

� H
� i

�
U
2

+ (U + F [j� i i ]) �
N � i

2
= b� i + c� i �

N � i

2
(5.8)

Sfruttando ora la relazione(5.7), l'equazionesi trasforma in

(U + F [j� i i ]) �
N � i

2
= � + c� i �

N � i

2
(5.9)

e moltiplicando entrambi i membri per 2
N � i

arriviamo alla forma de�nitiv a, quella utilizzata per
ricavare i valori dei parametri

U + F [j� i i ] = � �
2

N � i

+ c� i (5.10)
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Si tratta di un sistema di equazioni lineari in sei incognite (U, F2 : : : F5 e � ) per i livelli HOMO,
e tre (U,J , � ) per il LUMO . Utilizzando le eq. (5.10), adottando le assunzionispeci�cate pre-
cedentemente, abbiamo rip ortato il problema della determinazione dei parametri coulombiani al
calcolo dei parametri di estrapolazione del modello LSDA c� i per un dato numero di con�gura-
zioni j� i i . Gli altri parametri, e in particolare b� i determinano le irrilev anti energie di singola
particella � H

� i
attra versola relazione(5.7). Per ottenere tutti i parametri cercati, abbiamo bisogno

quindi di sei con�gurazioni indipendenti per l'HOMO, e tre per il LUMO. Per il LUMO abbiamo
e�ettiv amente calcolato tre con�gurazioni di�eren ti e ricavato i parametri risolvendo il sistemadi
equazioni lineari, mentre per l'HOMO abbiamo preferito calcolareotto con�gurazioni di�eren ti, in
modo che i parametri fosseroottenuti per minimizzazione dei quadrati delle di�erenze tra i due
membri dell'equazione. Proprio per questomotivo le equazionisonostate trasformate nella forma
(5.10), poich�e in questa forma ciascunacon�gurazione ha lo stessopesonel �t .

Prima di passaread illustrare esplicitamente gli stati calcolati, i risultati ottenuti e i valori dei
parametri calcolati, concludiamo il discorsosulla deduzionedella forma delle equazioni tornando
al nostro caso. Per ottenere la forma (5.10) a partire dalle equazioni (5.8), �e stato necessario
sfruttare la relazione (5.7), che abbiamo ricavato sotto l'ip otesi che l'Hamiltoniana descriva il
medesimosistemacon distorsione descritto dal modello DFT-LD A.

Tale ipotesi, in realt�a inconsistente a rigore con la possibilit�a di caratterizzare completamen-
te l'in terazione coulombiana delle buche (elettroni) dei livelli HOMO (LUMO) con soli cinque
(tre) parametri (conseguenzadiretta della simmetria icosaedricadel sistema,non conservata dalla
distorsione) chiarisceil procedimento di sempli�cazione delle equazioniche porta alla (5.10). Natu-
ralmente, lo stessoprocedimento si pu�o seguireseassumiamoche le di�erenze nei livelli energetici
di singolaparticella (e quindi nei b� i per il teoremadi Janak) dovuti alla distorsioneapplicata alla
molecola nel modello LDA siano trascurabili: in tal casosi dovrebbe considerare,in luogo della
(5.7), la relazione

� H =
U
2

+ b� i � � 8� i : (5.11)

5.3 Equazioni e risultati

Nelle equazioni (5.10) compaiono i valori di aspettazione dell'Hamiltoniana sugli stati considerati
nella seguente combinazione

2
N 2

� i

�
�

h� i jHe� ej� i i + U �
N � i

2

�
(5.12)

che corrispondono al membro di sinistra U + F [j� i i ] dell'equazione(5.3), e sono e�ettiv amente i
termini che abbiamo decisodi calcolarecon il f it . Nella tabella 5.1 rip ortiamo gli stati per i quali
abbiamo calcolato l'energia in L(S)DA, il valore del numero di occupazioneN � corrispondente, e
il corrispondente termine (5.12). La tabella 5.1 si riferisce ai livelli HOMO. Per gli stati abbiamo
adottato la notazione che speci�ca l'occupazionedegli orbitali HOMO secondoil numero quantico
m = � 2; � 1; 0; 1; 2 per ciascundeterminante di Slater � i , secondolo schemajn � 2; n� 1; n0; n1; n2i .
I simboli " e # indicano l'orientazione dello spin. La secondacolonna indica il numero totale di
buche per la con�gurazione cui si riferiscono. Le espressionidella terza colonna sonostate de�nite
in precedenza,e sono state ricavate come valori di aspettazione analitici dell'Hamiltoniana sugli
stati corrispondenti.

Gli stati indicati nella tabella 5.1 soddisfano tutti i requisiti richiesti, e permettono per questo
di calcolare i parametri cercati con buona attendibilit� a. Nella quarta colonna della tabella 5.1,
rip ortiamo le corrispondenti espressioniin funzione dei coe�cien ti c� i , comeda secondomembro
della eq. (5.10).
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Stato j� i i N � i
2

N 2
� i

�
�

h� i jHe� ej� i i + U � N � i
2

�
c� i + � � 2

N � i

Modello: U + F [j� i i ] Da LDA: c� i + � � 2
N � i

j0; 0; "#; 0; 0i 2 U + 2
45 F2 + 41

90 F3 + 1
18 F4 cj 0;0;"# ;0;0i + �

j0; "#; 0; "#; 0i 4 U � 1
15 F2 + 11

240 F3 + 11
48 F4 �

p
5

8 F5 cj 0;"# ;0;"# ;0i + 1
2 �

j "#; 0; 0; 0; "#i 4 U � 1
15 F2 + 11

240 F3 + 11
48 F4 +

p
5

8 F5 cj"# ;0;0;0;"#i + 1
2 �

j "#; "#; "#; "#; "#i 10 U cj"# ;"# ;"# ;"# ;"#i + 1
5 �

j " ; " ; " ; " ; "i 5 U � 4
45 F2 � 1

9 F3 � 1
9 F4 cj" ;" ;" ;" ;"i + 2

5 �
j0; " ; " ; " ; 0i 3 U � 4

27 F2 � 5
54 F3 � 1

54 F4 + 1
3

p
5
F5 cj 0;" ;" ;" ;0i + 2

3 �
j " ; 0; " ; 0; "i 3 U � 4

27 F2 � 5
54 F3 � 1

54 F4 � 1
3

p
5
F5 cj" ;0;" ;0;"i + 2

3 �
j0; 0; " ; 0; 0i 1 U cj 0;0;" ;0;0i + 2�

Tabella 5.1: Per ciascunodegli stati dell'HOMO indicati nella prima colonna, rip ortiamo l'espres-
sione esplicita dei due membri dell'eq. (5.10). Nella secondacolonna �e indicato il valore intero
della carica proprio dello stato considerato.

I parametri vengonocalcolati con il metodo dei minimi quadrati, cio�e minimizzando la funzione

X

i

�
U + F [j� i i ] � c� i �

2
N � i

� 2

(5.13)

rispetto ai parametri coulombiani ed a � . Restringiamo l'attenzione sui coe�cien ti c� i . Abbiamo
messoin evidenzache la forma dell'equazioneottenuta faccia dipenderei parametri coulombiani
dai soli c� i , escludendogli altri coe�cien ti dell'estrapolazionesulla carica delle energieLSDA.

La tabella 5.2 rip orta i valori ottenuti per i parametri c� i . Accanto allo stato, sono indicati i
valori dei parametri ottenuti utilizzando due metodi di�eren ti, basati sulle due possibili de�nizioni
equivalenti dei c� i evidenziatenella sezione4.2. Nella secondacolonna sonoindicati i valori per il
parametro ricavati comederivata prima numerica delle energiadi singola particella della con�gu-
razione (4.7), e nella terza colonna i valori ottenuti come derivata secondanumerica dell'energia
totale (4.12). Ricaviamo i valori dei parametri coulombiani a partire da entrambe le grandezze
(energia totale ed energiedi singola particella), e rimandiamo alla sezione5.4 per un confronto tra
i risultati ottenuti con i due metodi.

Stato c� i [eV] c� i [eV]
j� i i (da � m ) (da E tot

i )
j0; 0; "#; 0; 0i 3:20251 3:20874
j0; "#; 0; "#; 0i 3:12234 3:12273
j "#; 0; 0; 0; "#i 3:12274 3:12349

j "#; "#; "#; "#; "#i 3:10090 3:10285
j " ; " ; " ; " ; "i 3:07928 3:08025
j0; " ; " ; " ; 0i 3:08319 3:07822
j " ; 0; " ; 0; "i 3:08415 3:08654
j0; 0; " ; 0; 0i 3:15165 3:15757

Tabella 5.2: Valori calcolati mediante �ts di calcoli DFT-LSD A per i coe�cien ti ci a partire dalle
energie di KS (seconda colonna) e dall'energia totale (terza colonna), per ciascuno degli stati
elencati nella prima colonna.

Minimizzando l'espressione(5.13) con i valori dei ci ricavati nei due modi, rip ortati nella seconda
e terza colonna della tabella 5.2, otteniamo i risultati che rip ortiamo nelle corrispondenti colonne
della tabella 5.3
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Parametro (Ĥe� e)� m (Ĥe� e)E tot

[meV] [meV]
F1 15646� 9 15668� 17
F2 105 � 10 133 � 22
F3 155 � 4 157 � 8
F4 47 � 5 44 � 9
F5 0 � 3 -5 � 6
� -27 � 1 -29 � 2
U 3097� 1 3099� 2
J 60 � 2 64 � 4

Tabella 5.3: Valori dei parametri coulombiani ricavati a partire dai ci della tabella 5.2. Le incertezze
sonoricavate per propagazionedella deviazionestandard del �t, 1.4 meV e 2.5 meV per i risultati
derivati dalle energiedi KS e dall'energia totale rispettivamente.

Stato j� i i N � i
2

N 2
�

�
�
h� jHe� ej� i + U � N �

2

�

Modello: U + F [j� i ] Modello: ci + 2�= N i

j "#; "#; "#i 6 U cj"# ;"# ;"#i + 1
3 �

j " ; " ; "i 3 U � 2
3 J cj" ;" ;"i + 2

3 �
j0; " ; 0i 1 U cj 0;" ;0i + 2�

Tabella 5.4: Per ciascunodegli stati del LUMO indicati nella prima colonna, rip ortiamo l'espres-
sione esplicita dei due membri dell'eq. (5.10). Nella secondacolonna �e indicato il valore intero
della carica proprio dello stato considerato.

Due annotazioni circa la tabella 5.3. Innanzitutto sonoelencati otto parametri, ma per quanto
indicato nella sezione2.2, degli altri sette � escluso,solo cinque sono indipendenti, e per como-
dit�a, oltre a quelli individuati con le manipolazioni dell'Hamiltoniana basate sulla simmetria del
problema, abbiamo indicato anche U e J , che contengono informazioni sull'e�etto medio dell'in-
terazione coulombiana, come evidenziato nella stessasezione.Secondariamente, accanto ai valori
dei parametri �e indicata anche la deviazione standard, ricavata per propagazionedegli errori a
partire dalla deviazionestandard dei ci dal �t , che d�a un'indicazione circa l'accuratezza numerica
dei parametri c. Per i risultati ricavati a partire dalle energiedi KS, la deviazionestandard vale
1:4 meV, mentre per quelli ricavati dall'energia totale vale 2:5 meV, a sostegnodi una maggiore
accuratezzadei primi.

Per confronto, rip ortiamo nella tabella 5.4 i risultati corrispondenti per gli orbitali LUMO,
nella terza colonna i valori di aspettazione dell'Hamiltoniana sugli stati considerati, e nella quarta
colonna il valore corrispondente ricavato dalla LDA.
Nella tabella 5.4 gli stati sono indicati secondol'occupazionedegli orbitali LUMO indicizzati con
il numero quantico m = � 1; 0; 1 secondolo schema jn � 1;n 0 ;n 1 i , coerentemente con il casoHOMO.

Come in tabella 5.2, rip ortiamo nella tabella 5.5 i valori calcolati per i parametri ci a partire
dalle energiedi singola particella (secondacolonna) , e quelli a partire dall'energia totale (terza
colonna).

In questocaso,trattandosi essenzialmente di un calcolo di controllo per veri�care su di un caso
gi�a a�ron tato con altri metodi l'attendibilit� a del nostro, abbiamo calcolato solo un numero di
con�gurazioni indipendenti su�cien te per poter ricavare i parametri cercati. Date le equazioni
della forma (5.10), contrariamente a quanto fatto nel casoHOMO abbiamo ottenuto i parametri
cercati per inversione.Nella tabella 5.6 presentiamo i risultati ottenuti, con la forma esplicita della
dipendenzadei parametri dai coe�cien ti c� i per le tre con�gurazioni indicate sopra, utilizzando
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State c� i [eV] ci [eV]
j� i i (da � i ) (da E tot

i )
j "#; "#; "#i 3.06850 3.06855

j " ; " ; "i 3.04659 3.04652
j0; " ; 0i 3.06650 3.06581

Tabella 5.5: Valori calcolati in L(S)DA per i coe�cien ti ci a partire dalle energiedi KS (seconda
colonna) e dall'energia totale (terza colonna), per ciascunodegli stati (prima colonna).

Parametro Espressioneesplicita (Ĥe� e)� (Ĥe� e)E tot

[meV]
U 6cj"# ; "# ; "#i � cj 0 ; " ; 0 i

5 3069 3069
J 6

5 cj"# ;"# ;"#i � 3
2 cj" ;" ;"i + 3

10 cj 0;" ;0i 32 32
� 3

5 cj"# ;"# ;"#i � 3
5 cj 0;" ;0i 1 2

Tabella 5.6: Valori dei parametri coulombiani ricavati a partire dai ci della tabella 5.5. Nella se-
condacolonna�e rip ortata l'espressioneesplicita del corrispondente parametro coulombiano (prima
colonna), ottenuta risolvendo le equazioni (5.10).

per i ci i valori indicati nella tabella 5.5.

Ora abbiamo a disposizionei valori per i parametri coulombiani che ci consentono in principio di
avereuna descrizionecompleta dell'in terazionecoulombiana tra elettroni nel LUMO e tra le buche
nell'HOMO. Prima di passaread un esamedelle conseguenzedi questi risultati sulle caratteristiche
spettrali degli ioni di C60, per il quale rimandiamo alla sezione5.5, ci occupiamo, nella sezione5.4
che segue,di una analisi critica dei risultati. Nelle tabelle 5.3 e 5.6 abbiamo espressamente indicato
i risultati ottenuti utilizzando le due de�nizioni di�eren ti dei coe�cien ti ci pi�u volte richiamate. Il
confronto tra questi risultati fornisce alcune indicazioni interessanti.

Per il LUMO, vediamo dalla tabella 5.6 che per i parametri coulombiani le di�erenze sono
dell'ordine del decimo di meV, al di sotto del grado di accuratezzadella descrizioneche stiamo
costruendo. Le due varianti al metodo, determinate dalla sceltadella de�nizione dei coe�cien ti ci ,
portano allo stessorisultato, e questo suggerisceche per il LUMO le approssimazionidiscussein
precedenza,siadi tip o computazionalechecirca il modello, abbianoe�etti confrontabili sull'energia
totale e sulle energiedi singola particella calcolate in modo autoconsistente. Osservando la tabella
5.3 notiamo inveceche per l'HOMO le di�erenze sono pi�u evidenti. In particolare la di�erenza
tra i parametri U, �e molto contenuta, in relazione anche al valore elevato che assume,e quindi
l'in terazionemedia delle buche �e essenzialmente la stessain entrambi i metodi. Per il parametro J ,
che controlla gli splittings dei multipletti, la di�erenza risulta sensibile,pur se ancora contenuta,
ma per i parametri legati alla simmetria, si notano due di�erenze pi�u grandi, ma compatibili con
le barre d'errore. �E comunque signi�cativ o che per i parametri ricavati a partire dall'energia totale
le incertezze risultino circa doppie rispetto al calcolo basato sulle energie di singola particella.
Questo sempliceconfronto non permette di trarre conclusioni certe circa eventuali problemi legati
ai risultati di una delle due seriedi dati, ma ci ha spinto ad una seriepi�u approfondita di analisi,
a cui dedichiamo la sezione5.4, in seguito alle quali abbiamo deciso di utilizzare la descrizione
basata sui valori delle energiedi singola particella.

5.4 Discussione

In questasezioneapprofondiamoalcuni aspetti forsetecnici del procedimento di calcolo,che hanno
avuto un ruolo signi�cativ o nel de�nire la strada e�ettiv amente seguita. Per quanto descritto nel
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capitolo 4, il calcolodei parametri coulombiani passaattra verso,alternativ amente, le energietotali
LSDA o gli autovalori di KS della molecola e degli ioni di C60. Il metodo che abbiamo scelto
di utilizzare richiede una doppia estrapolazione, sul parametro reticolare e sulla carica, per poter
ricavare i valori delle grandezzeper la molecola (lo ione) isolata a partire da quelli prodotti dal
calcolo L(S)DA con condizioni periodiche al contorno. Nel capitolo dedicato alla spiegazionedel
metodo abbiamo indicato gli strumenti teorici e giusti�cato l'adozione delle procedure utilizzate.
Ora vogliamoentrare in qualchedettaglio computazionale,al �ne di illustrare alcunecaratteristiche
interessanti, e per meglio spiegarealcunedelle sceltefatte nel corsodel lavoro: in particolare quella
di utilizzare i risultati ottenuti a partire dalle energiedi KS per ricavare i parametri coulombiani.
Iniziamo illustrando concretamente, con qualche esempio, la forma esplicita delle estrapolazioni
nei due casi.

Per �ssato valore della carica totale q, in condizioni periodiche al contorno, la dipendenzadell'e-
nergia totale dalla caricaha la forma (4.23). Le �gure 5.2e5.3mostrano la curva dell'estrapolazione
e la distribuzione dei punti calcolati per i valori del parametro reticolare a che abbiamoconsiderato.

Per ogni di�eren te con�gurazione e ogni valore della carica frazionaria abbiamo fatto sei calcoli
autoconsistenti in PBC, per celle elementari del reticolo cubico semplice di lato 25, 28, 30, 32,
34, 35 raggi di Bohr. Il numero dei punti considerati �e un compromessotra la necessit�a di una
descrizioneaccurata della curva e le disponibilit�a di risorsedi calcolo (32 nodi su di un calcolatore
CRAY T3E, ciascuno dotato di 256 MB di memoria, e 16 nodi su di un calcolatore IBM Sp3
con una memoria complessiva di 16GB). Il valore 35 Bohr �e il valore massimo per il quale il
programma di calcolo utilizzato \entra" nella memoria disponibile. Al di sopra di questovalore le
risorsedisponibili non erano su�cien ti per garantire un buon esito per tutti i casi da considerarsi.
Le due �gure 5.2 e 5.3 mostrano due casi particolari rappresentativi del metodo. Si riferiscono
entrambi allo stato dello ione positivo caratterizzato dalla distribuzione uniforme delle buche in
tutti e cinque gli HOMO. Estrapolati a carica intera corrispondono allo ione C10+

60 . La �gura
5.2, in particolare, rappresenta il caso della molecola neutra, mentre la �gura 5.3 si riferisce al
calcolo con carica frazionaria totale pari a 0:2. Entrambe rappresentano l'energia totale, in eV, in
funzione dell'inverso del parametro reticolare, in Bohr, per meglio visualizzare il comportamento
nella regione corrispondente a a ! 1 . Come si pu�o notare, nel caso neutro, dove la scala di
energia �e fortemente ampli�cata, si nota un andamento oscillante, presente ad ogni valore della
carica, dovuto al troncamento della base di onde piane. La dimensione della base da utilizzare
viene adattata in relazionealle dimensioni della cella elementare del reticolo, al �ne di mantenere
una accuratezzadella descrizioneomogeneanel corso di una serie di calcoli successivi,come nel
casoin questione. Tale adattamento avviene per�o in modo discreto, ossiala baseviene ampliata
quando le dimensioni della cella superanodelle dimensioni soglia,dovuta alla discretezzadella base
di ondepiane nello spaziodi Fourier. Cos��, l'andamento oscillante dei risultati indicati soprattutto
nella �gura 5.2 �e dovuto essenzialmente al fatto che in corrispondenzadi taluni dati consecutivi la
base�e la stessa,e quindi si ha una di�eren te �nezza della descrizionenei due casi. Questo e�etto,
tenuto conto delle incertezzelegate alle varie approssimazionidi cui si �e gi�a parlato, �e tanto pi�u
evidente quanto pi�u piccolesonole di�erenze (attese) fra i valori delle energie,comenel casodella
molecola neutra. Notiamo che l'andamento dell'energia in funzione dell'inverso del parametro
reticolare �e monotonicamente decrescente, cio�e l'e�etto delle immagini rip etute della cella in cui
si trova la specie in esame�e quello di ridurne l'energia totale. Questo �e vero, seguendoref. [30],
nel casodi speciecariche positivamente. Nel casodi ioni negativi, invecevediamo che il segnodel
termine proporzionalea a� 1 resta negativo, mentre il termine proporzionalea a� 3 diventa positivo.
Questo fa s�� che il comportamento dell'energia totale in questo casosia di�eren te, e che l'energia
totale sia pi�u bassadi quella calcolata per un valore del lato della cella su�cien temente piccolo,
ma non sia il valore minimo. L'e�etto dell'in terazione della cella con le sue immagini rip etute
in questo caso�e non monotono. La �gura 5.4 mostra l'andamento dell'energia totale nel casodi
ioni negativi, per illustrare quanto spiegato sopra. La �gura a sinistra mostra l'andamento con
l'in versodel parametro reticolare dell'energia totale per lo stato j0; " ; 0i , con carica negativa pari a
� 0:5 vincolata al pi�u bassoorbitale LUMO. Comesi vedel'andamento �e quello anticipato. I valori
calcolati, per�o cadono tutti dalla stessaparte rispetto al minimo. La conoscenzadi questi valori,
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Figura 5.2: L'energia totale della molecola in funzione dell'inverso del parametro reticolare a
(Bohr), per la molecola(neutra). Lo stato j� i i = j "#; "#; "#; "#; "#i .
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Figura 5.3: L'energia totale della molecola in funzione dell'inverso del parametro reticolare a
(Bohr), per lo ione con carica totale 0:2. Lo stato j� i i = j "#; "#; "#; "#; "#i .
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quindi non permetterebbe di dedurre il corretto andamento teorico dell'energia totale in funzione
di a. La di�colt� a risiedenel fatto che le grossedimensioni della molecolarispetto al lato della cella
di volume massimocalcolabile con le risorsedi calcolo a disposizione,non permette di avvicinarsi
alla regione del minimo della curva. Questo �e invece possibile per molecole di dimensioni pi�u
ridotte, come si pu�o vederedalla �gura a destra, che si riferisce alla molecoladell'ossigeno(O2),
con carica aggiuntiva di � 0:5. In questocaso,la variazioneenergeticadovuta alla frazionedi carica
�e ovviamente pi�u importante che non per il C60. Come si vede, l'andamento teorico �e confermato
signi�cativ amente anche nella regionedel minimo.

A rigore, in basealla relazione (4.23) �e possibile ricavare, con una accuratezzanon inferiore a
O(a� 5), il valore del parametro ~a in corrispondenzadel quale il calcolo PBC produce il medesimo
valore che si avrebbe per lo ione isolato. Infatti, trascurando nella relazionetermini dell'ordine di
(a� 5) e superiori, imponendo che il valore assunto dall'espressionesia proprio E 0, otteniamo che
a deve soddisfare la relazione quadratica a2 = 2�

q2 � . Non ci sono soluzioni reali se q > 0, perch�e
il segnodi � �e negativo per motivi teorici. L'attendibilit� a di questo risultato �e subordinata alla
possibilit�a e�ettiv a di trascurare termini di ordine superiore a (a� 5).

Per quanto riguarda le energiedi singola particella (KS), abbiamo dedotto nella sezione4.4.3
la relazione (4.29). Nelle due �gure 5.5 e 5.6 rip ortiamo l'andamento delle energie di singola
particella per i cinque orbitali HOMO per la medesimacon�gurazione a cui si riferiscono i gra�ci
per l'energia totale delle pagine precedenti. In questocasoil coe�cien te del termine lineare in a� 1

mantiene lo stessosegno. Notiamo che lo scattering dei dati visibile nel casodell'energia totale �e
qui praticamente invisibile.

Nel corsodel lavoro abbiamo continuato a considerarela possibilit�a di ricavare i parametri ci in
due modi di�eren ti, in accordocon le de�nizioni (4.12) e (4.18), che rip ortiamo nell'ordine

c =
�

d2E tot

dn2

�

n =0

e

c =
X

m

f m
d� m

dn

Questa duplice de�nizione sarebbe ridondante solo nel casodi calcoloesatto delle quantit�a E tot

e � m , ma in presenzadi approssimazioni permette di ricavare la stessagrandezza(c) a partire
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Figura 5.4: Sinistra: energia totale in funzione dell'inversodel parametro reticolare [Bohr], per il
C60 con carica totale di � 0:5 e stato j0; " ; 0i . Destra: energia totale in funzione dell'inverso del
parametro reticolare [Bohr], per O2 con carica totale di � 0:5.
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Figura 5.5: Energie di KS dell'HOMO in funzione dell'inverso del parametro reticolare a [Bohr],
per la molecola(neutra). Lo stato j� i i = j "#; "#; "#; "#; "#i .
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Figura 5.6: Energie di KS dell'HOMO in funzione dell'inverso del parametro reticolare a [Bohr],
per la molecolacon carica totale pari a 0:2. Lo stato j� i i = j "#; "#; "#; "#; "#i .
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da quantit�a legate tra loro in modo non esatto, dando cos�� una stima delle incertezzelegate al-
l'approssimazione. Sarebbe opportuno analizzare la natura delle approssimazionie il loro e�etto
separatamente sulle due quantit�a per poter trarre conclusioni pi�u che qualitativ e, ma per ora ci
limitiamo ad alcuni rilievi pi�u elementari.

La de�nizione (4.12), richiede per coerenzasolamente che in una dipendenzapolinomiale del-
l'energia totale dalla carica q del sistema, il coe�cien te del termine di secondogrado in q abbia
la forma c

2 . In tal modo, infatti, la derivata secondavalutata per q = 0 �e esattamente c. Ci�o che
abbiamo fatto, invece,�e assumereche la relazionetra E tot e q sia parabolica, cio�e abbiamo deciso
di trascurare termini dell'ordine di O(q3) e superiore. Questo troncamento, a priori �e arbitrario, e
abbiamocercatodi veri�carlo, pur con i problemi legati alla convergenzadel calcolo. In particolare,
comeabbiamospiegatonel capitolo 4, la rottura della degenerazionetra i livelli energeticidi singola
particella intro dotta per aggirare i problemi di convergenzadel calcolo autoconsistente (con una
separazioneintro dotta dell'ordine di 69 meV per l'in tero livello HOMO e di 57 meV per il LUMO,
valori riferiti ad a = 1 ) non permetteva in generalela convergenzadel calcoloche per con�gurazio-
ni con carica totale frazionaria molto piccola. Al �ne, abbiamo decisodi calcolare,nel casoHOMO,
ogni con�gurazione per i medesimi valori della carica totale (numero di buche) al �ne di evitare
di intro durre errori sistematici, per i valori di q = 0:0; 0:02; 0:05; 0:1; 0:2. Nel casodel LUMO,
abbiamo seguito la stessaprocedura, per valori di carica q = 0:0; � 0:05; � 0:10; � 0:30; � 0:50. In
corrispondenzadi questi valori di carica, il calcolo convergeper tutte le con�gurazioni considerate
e per tutti i valori del parametro reticolare �ssate indicati in precedenza.Alcune con�gurazioni,
quelle a carica uniformemente distribuita, permettono per�o di e�ettuare calcoli con valori di carica
pi�u elevati. Un modo per veri�care la bont�a del troncamento della dipendenzaenergetica�e quello
di calcolare il valore dell'energia totale in modo autoconsistente per un valore della carica totale
elevato, e confrontarlo con il valore estrapolato per quella con�gurazione a partire dalla dipendenza
parabolica stimata basandosisui piccoli valori di q indicati sopra. La �gura (5.7) rappresenta que-
sta veri�ca. La �gura mostra qualitativ amente comel'approssimazioneadottata sia attendibile. Lo
stato calcolato ha carica 4:0, che corrisponde ad una carica frazionaria pari a 0:8 per ciascunodei
cinque orbitali HOMO coinvolti in questa con�gurazione (ancora lontano dalla carica totale 10:0
propria dello stato reale). Lo scarto tra la il valore previsto secondola parabola ottenuta �ttando
i valori di carica 0 � q � 0:2 e il valore calcolato, risulta di circa 200 meV, con lievi variazioni
dipendenti dalla forma dell'estrapolazionesul parametro reticolare utilizzato per ottenere i valori
dell'energia totale. Tale scarto �e trascurabile rispetto a una repulsionecoulombiana dell'ordine di
U N (N � 1)

2 ' 18 eV (per U � 3 eV e N = 4). In conclusione, l'indicazione �e che l'attendibilit� a
dei risultati non �e signi�cativ amente ridotta dal troncamento al secondogrado della dipendenza
dell'energia dalla carica totale.

Per dare un'altra stima quantitativ a della bont�a dell'estrapolazione quadratica, abbiamo con-
siderato una diversa dipendenzadell'energia totale dalla carica, considerandoun andamento cu-
bico. Questo ha permessodi valutare il contributo relativo del termine cubico rispetto a quel-
lo quadratico. Pi �u precisamente, abbiamo ricavato il valore della carica q in corrispondenza
del quale i contributi dei termini quadratico e cubico sono uguali. Abbiamo aggiunto il termi-
ne successivo nell'espressionedell'energia totale in funzione della carica, dipendenzadella forma
E tot (q) = a + bq+ c

2 q2 + d
6 q3. Abbiamo quindi �ttato tale polinomio cubico sulle energieDFT, ed

abbiamo cercato il valore Q� = 3c
d di q per cui i termini quadratico c

2 q2 e cubico d
6 q3 si uguagliano

La tabella 5.7mostra i risultati ottenuti, per tutte le con�gurazioni di caricacalcolateper l'HOMO.

Avendo questi dati a disposizione, qualche commento. Abbiamo incluso nella tabella anche i
valori dei c (termini che rappresentano la derivata secondanumerica per q = 0), per tenere sotto
controllo la di�erenza tra tali termini nelle due espressioniconsiderate. Incidentalmente, rileviamo
che i valori di Q� sonotutti positivi, coerentemente con quanto ci si attendeva. Togliendoelettroni
dagli orbitali occupati della molecola,gli orbitali stessisi distorcono, producendouna contrazione
della distribuzione di carica elettronica, e quindi un aumento della repulsione tra gli elettroni
rimasti. La di�erenza percentuale tra i valori dei ci calcolati nei due metodi risulta contenuta,



52 CAPITOLO 5. RISULTATI

0 1 2 3 4

n buche

0

10

20

E
 (

eV
)

0 0.1 0.2 0.3
n buche

0.6

0.7

0.8

E
 (

eV
)

E = Etot + (9300 -7n) eV

Figura 5.7: L'energia totale della molecolain approssimazioneLDA in funzione della carica frazio-
naria per carica positiva uniformemente distribuita n j"# ;"# ;"# ;"# ;"#i (rombi). Nel riquadro l'ingran-
dimento della regione intorno allo zero. La curva rappresenta la parabola che meglio si accorda
con i valori sperimentali, carica � 0:2. Il rombo pieno (blu) rappresenta il valore della energia
calcolato per il casocon carica = 4:0. La di�erenza �e dell'ordine di 0:2 eV.

con un valore medio di 0:4%, e un valore massimo dello 0:73%, percentuali che permettono di
stimare grossolanamente la accuratezzadella nostra approssimazione. I valori della carica Q �

variano parecchio a secondadello stato considerato, suggerendoche l'assunzioneche le variazioni
degli orbitali al variare della carica presente su di essisia trascurabile non sia ugualmente valida
in ciascuno degli stati vincolati considerati. Notiamo semplicemente, per ora, che valori di Q�

particolarmente bassi si hanno per gli stati j0; "#; 0; "#; 0i e j0; #; #; #; 0i , oltre che j0; 0; #; 0; 0i .
Mentre in quest'ultimo casonon si pongono problemi di ordinamento dei livelli, dato che risulta
in entrambi i casi il pi�u alto tra quelli calcolati in LSDA, negli altri due casi �e richiesta qualche
attenzione particolare. Rimandiamo qualche considerazionead un momento successivo, quando
avremo a disposizioneanche alcune altre evidenze.

La �gura 5.8 rip orta la dipendenzadalla caricadelleenergiedi KS, per la medesimacon�gurazio-
ne a cui si riferisce la �gura 5.7. In questocaso,rip ortiamo l'andamento (in ottima approssimazione
lineare) con il numerodi buche, comericavato dal �t, per tutti ecinquegli orbitali HOMO coinvolti.
I dati inclusi nel �t sono0:02, 0:05, 0:10, 0:20, che rappresentano il numero totale di buche distri-
buite uniformemente sui cinqueorbitali. I rombi rappresentano invecei valori calcolati in LDA per
4:00 buche. Lo scarto �e anche in questocasomolto piccolo. In particolare, la di�erenza tra il valore
calcolato e quello previsto in baseal �t , per l'energia media degli orbitali di KS, quantit�a diretta-
mente confrontabile con la derivata dell'energia totale rispetto alla carica moltiplicata per la carica
(� 3 eV � 4 ' 12 eV) �e di 172 meV. Abbiamo anche applicato il metodo alternativ o alle energie

di KS, confrontando i due andamenti lineare � � = b� + c� q e quadratico � � = b0
� + c0

� q + d0
�
2 q2.

De�niamo una carica e�cace ~Q� in modo analogoal casoprecedente, imponendostavolta la con-
dizione c� q = d0

�
2 q2, e ricavando la condizioneper q � ~Q� = 2c0

d . La tabella 5.8 rip orta i risultati
trovati. I valori indicati sono calcolati per i valori di � corrispondenti ai singoli stati, cio�e come
media pesatadelle energiedegli orbitali di KS per la con�gurazione corrispondente, estrapolati al
valore in�nito del parametro reticolare tramite l'eq.(4.18). Anche in questo casoabbiamo incluso
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Stato Fit quadratico Fit cubico Q�

c (eV) c (eV)
j0; 0; "#; 0; 0i 3.2112 3.22808 60:1
j0; "#; 0; "#; 0i 3.12555 3.12553 54:1
j "#; 0; 0; 0; "#i 3.12500 3.14385 1830:2
j "#; "#; "#; "#; "#i 3.10579 3.10630 118:6
j " ; " ; " ; " ; "i 3.0838 3.08502 792:8
j0; " ; " ; " ; 0i 3.07984 3.10224 43:6
j " ; 0; " ; 0; "i 3.08898 3.09325 227:5
j0; 0; " ; 0; 0i 3.16068 3.18255 45:8

Tabella 5.7: Q� rappresenta il valore di carica per il quale il contributo di un termine cubico
nell'estrapolazione dell'energia totale rispetto alla carica frazionaria eguaglia quello del termine
quadratico. Come si vede i valori ottenuti sono irragionevolmente elevati, a dimostrazione della
a�dabilit� a del troncamento dell'andamento polinomiale dell'energia al secondoordine.

nella tabella, per confronto, i valori dei c ricavati a partire dalle energiedi KS utilizzando i valori
dei coe�cien ti dei termini lineari ricavati assumendola dipendenzalineare e parabolica rispetti-
vamente. In questo caso, la di�erenza percentuale media si aggira intorno allo 0:1%, e il valore
massimonon supera lo 0:16%,percentuali decisamente pi�u bassedi quelle rip ortate soprae relative
ai c ottenuti a partire dall'energia totale (0.4% e 0.73%rispettivamente. Oltre a questo, vediamo
che i valori di ~Q� variano da stato a stato, ma entro un rangemenoestesoche nel casoprecedente,
suggerendouna maggioreomogeneit�a della accuratezzadei risultati. Vediamoinoltre che il minimo
valore della carica ~Q� vale 143:0, molto pi�u elevato che nel casoprecedente. Questeconsiderazioni
mostrano che complessivamente il metodo di calcolo dei parametri c basato sulle energiedi KS, �e
meno sensibilealle speci�cit�a delle diversecon�gurazioni del metodo basato sull'energia totale, e
in essole assunzionifatte circa la corrispondenzatra estrapolazionesulla carica frazionaria e dato
a carica intera �e pi�u accurata. Queste considerazionigiusti�cano la decisionepresa di utilizzare
nel seguito i valori dei parametri c ricavati in questo modo, privilegiandoli rispetto agli omologhi
ricavati comederivata secondanumerica dell'energia totale rispetto alla carica.

Un ulteriore argomento a favore di questo risultato viene dalle tabelle 5.9 e 5.10.

Le tabelle mostrano i valori dei ci calcolati nei due metodi, nella prima colonnaricavati dal �t in
corrispondenzadei cinque valori della carica indicati in precedenza,e nella secondaricavati nello

Stato Fit lineare Fit quadratico ~Q�

c (eV) c (eV)
j0; 0; "#; 0; 0i 3.20207 3.20659 160:9
j0; "#; 0; "#; 0i 3.12278 3.12358 883:7
j "#; 0; 0; 0; "#i 3.12247 3.12010 298:2
j "#; "#; "#; "#; "#i 3.10072 3.09716 202:4
j #; #; #; #; #i 3.07898 3.07631 261:3
j0; #; #; #; 0i 3.08312 3.07885 163:8
j #; 0; #; 0; #i 3.08352 3.07863 143:0
j0; 0; #; 0; 0i 3.15115 3.15279 437:8

Tabella 5.8: ~Q� rappresenta il valore di carica per il quale il contributo di un termine quadratico
nell'estrapolazione dell'energia di KS rispetto alla carica frazionaria eguaglia quello del termi-
ne lineare. Come si vede i valori ottenuti sono irragionevolmente elevati, a dimostrazione della
a�dabilit� a del troncamento dell'andamento polinomiale dell'energia di KS al primo ordine
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Figura 5.8: Le energiedi KS � m per i cinque orbitali HOMO in funzione della carica frazionaria
per carica positiva uniformemente distribuita n j"# ;"# ;"# ;"# ;"#i . I simboli vuoti si riferiscono ai dati
inclusi nel �t , quelli pieni ai dati calcolati per n = 4 buche, non inclusi nel �t. La di�erenza
tra dato calcolato e previsto dall'estrapolazione�e di circa 0.17 eV. Nel riquadro particolare della
regionedove sonopresenti i dati inclusi nel �t .

stessomodo ma trascurando il casoneutro (carica 0:00). La di�erenza percentuale media tra i c
calcolati a partire dall'energia totale �e dello 0:08%, con un massimodello 0:12%. La di�erenza �e
semprenegativa, cio�e il c ottenuto con il �t che include tutti i valori di carica �e semprepi�u piccolo
di quello ottenuto escludendoil valore q = 0:00. Nel casodei c ottenuti a partire dalle energiedi
KS lo scarto medio vale 0:014%, con un massimodello 0:02%. La di�erenza �e sistematicamente
positiva eccetto che in un caso. Ne concludiamo di nuovo che i c ricavati a partire dalle energiedi
KS sonopi�u stabili, intendendo con ci�o che risultano meno sensibili all'aggiunta di un dato al �t .

Tutte questeconsiderazionisembrano confermareil sospetto, maturato nel corsodel lavoro, che
il calcoloL(S)DA delleenergietotali risenta in modo pi�u marcato delleapprossimazioniconsiderate
ampiamente nel capitolo 4, e data l'esiguit�a delle di�erenze tra i valori dei c� i (e degli splitting s
di multipletto che da essisi ricavano) la disponibilit�a di un metodo alternativ o meno sensibile�e
raccomandabile.

Pu�o essereinteressante vederedirettamente come variano i coe�cien ti c con il parametro re-
ticolare. Come si vede dalle tabelle 5.11 e 5.12, in corrispondenzadei due stati j " ; " ; " ; " ; "i e
j0; " ; " ; " ; 0i i due metodi producono risultati di�eren ti. Il dato ricavato dall'energia totale indica
un valore maggioreper lo stato j " ; " ; " ; " ; "i , mentre quelli basati sulle energiedi singola particella
sonoin ordine inverso. Ci si attendeva un valore pi�u bassoper lo stato j " ; " ; " ; " ; "i , poich�e questa
con�gurazione corrisponde a carica uniformemente distribuita, e quindi una condizionedi minore
repulsionecoulombiana. Inoltre, il confronto con il valoreottenuto nel casodello stato j " ; 0; " ; 0; "i ,
molto simile a quello che stiamo considerando,sembrerebbe confermare le attese. Probabilmente
il calcolodell'energia totale per il casoj0; " ; " ; " ; 0i �e a�etto da incertezzeche per di�erenze piccole
comequelle che stiamo considerandorisultano signi�cativ e. Incidentalmente notiamo che a questo
stessostato corrispondeva il valore pi�u bassocalcolato di Q� , cio�e la minore accuratezzadel tron-
camento al secondogrado dell'andamento dell'energia totale con la carica. Ulteriore indizio circa
la \stranezza" di questo risultato viene dall'analisi dell'andamento con il parametro reticolare dei
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Stato cE tot (eV) con 0 cE tot (eV) senza 0
j0; 0; "#; 0; 0i 3.20874 3.21120
j0; "#; 0; "#; 0i 3.12273 3.12500
j "#; 0; 0; 0; "#i 3.12349 3.12555
j "#; "#; "#; "#; "#i 3.10285 3.10579
j " ; " ; " ; " ; "i 3.08025 3.08380
j0; " ; " ; " ; 0i 3.07822 3.07984
j " ; 0; " ; 0; "i 3.08654 3.08898
j0; 0; " ; 0; 0i 3.15757 3.16068

Tabella 5.9: Valori dei coe�cien ti ci calcolati a partire dall'energia totale, includendo nell'estrapo-
lazione sulla carica il valore ottenuto per n = 0 (secondacolonna), e senzail valore ottenuto per
la molecolaneutra (terza colonna).

Stato c� (eV) con 0 c� (eV) senza 0
j0; 0; "#; 0; 0i 3.20251 3.20207
j0; "#; 0; "#; 0i 3.12234 3.12278
j "#; 0; 0; 0; "#i 3.12274 3.12247
j "#; "#; "#; "#; "#i 3.10090 3.10072

j " ; " ; " ; " ; "i 3.07928 3.07898
j0; " ; " ; " ; 0i 3.08319 3.08312
j " ; 0; " ; 0; "i 3.08415 3.08352
j0; 0; " ; 0; 0i 3.15165 3.15115

Tabella 5.10: Valori dei coe�cien ti ci calcolati a partire dalle energiedi KS, includendo nell'estra-
polazionesulla carica il valore ottenuto per n = 0 (secondacolonna), e senzail valore ottenuto per
la molecolaneutra (terza colonna).

c. Calcoliamo cio�e c applicando i due metodi per �ssato parametro reticolare, e vediamo qual �e
l'andamento che emerge.

Nelle �gure 5.9 e 5.10 si vedonogli andamenti con l'in versodel parametro reticolare a, in raggi
di Bohr, per le due con�gurazioni di carica n j" ;" ;" ;" ;"i e n j 0;" ;" ;" ;0i , calcolati nella prima a partire
dall'energia totale, e nella secondadalle energiedi KS. Nella �gura 5.10 (vedi tabella 5.11) i valori
di c calcolati, per a �nito sono semprepi�u bassi per j " ; " ; " ; " ; "i che per j0; " ; " ; " ; 0i , e lo stesso
ordine si mantiene per i valori estrapolati. Dalla �gura 5.9 (vedi tabella 5.12) si nota inveceche
per valori bassi di a cj" ;" ;" ;" ;"i < cj 0;" ;" ;" ;0i , mentre nel caso dei due valori pi�u elevati, 34 e 35

a [Bohr] cE tot
j" ;" ;" ;" ;"i [eV] cE tot

j0;" ;" ;" ;0i [eV]
25 0.52886 0.53369
28 0.70441 0.70854
30 0.82072 0.82148
32 0.92290 0.92647
34 1.02738 1.02534
35 1.07096 1.06988
1 3.08380 3.07984

Tabella 5.11: Coe�cien ti ci calcolati come derivata secondanumerica dell'energia totale rispetto
alla carica per diversi valori di a (prima colonna), per i due stati j " ; " ; " ; " ; "i (secondacolonna e
j0; " ; " ; " ; 0i (terza colonna).
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Figura 5.9: L'andamento dei parametri ci ricavati a partire dall'energia totale per le due con-
�gurazioni j " ; " ; " ; " ; "i (quadrati) e j0; " ; " ; " ; 0i (cerchi) in funzione di a� 1, per i sei valori del
parametro reticolare considerati. Le linee tratteggiate seguonol'andamento del coe�cien te c in
accordo con la relazione (4.27). Per migliorare la visibilit�a �e stato aggiunto un termine lineare
arbitrario. Il cerchio pieno e il quadrato pieno rappresentano i valori estrapolati a size in�nito.
Il riquadro mostra un dettaglio dei valori calcolati. La spezzatache congiungei punti �e solo una
guida per l'occhio.
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Figura 5.10: L'andamento dei parametri ci ricavati a partire dalle energiedi singolaparticella per le
due con�gurazioni j " ; " ; " ; " ; "i (quadrati) e j0; " ; " ; " ; 0i (cerchi) in funzione di a� 1, per i sei valori
del parametro reticolare considerati.Le linee tratteggiate seguonol'andamento del coe�cien te c in
accordo con la relazione (4.27). Per migliorare la visibilit�a �e stato aggiunto un termine lineare
arbitrario. Il cerchio pieno e il quadrato pieno rappresentano i valori estrapolati a size in�nito.
Il riquadro mostra un dettaglio dei valori calcolati. La spezzatache congiungei punti �e solo una
guida per il l'occhio.
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raggi di Bohr, l'ordine si inverte, e si mantiene anche per i valori estrapolati. D'altra parte, nel
passaggioda a = 34 ad a = 35, la basedi onde piane utilizzata dal programma di calcolo non vie-
ne ampliata, e questopu�o renderemenoaccuratauna conclusionechesi basi solosuquesti duedati.

5.5 Spettri e Multipletti

Tra le possibilit�a pi�u interessanti o�erte dalla conoscenzadei parametri dell'accoppiamento elettrone-
elettrone c'�e quella di calcolare lo spettro dei multipletti dell'Hamiltoniana Ĥe� e. Per il Cn �

60 le
energie dei multipletti sono note in forma analitica. Per gli orbitali di simmetria t1u (che si
\comp ortano" comeorbitali di tip o p per la corrispondenzatra la rappresentazione del momento
angolare per L = 1 e la rappresentazione del gruppo icosaedricodi simmetria t1u ), gli autovalori
dell'energiasi possonoscriverein forma chiusa comefunzioni di n, S e del momento angolaretotale

a [Bohr] c� i
j" ;" ;" ;" ;"i [eV] c� i

j 0;" ;" ;" ;0i [eV]
25 0.52892 0.53198
28 0.70681 0.71006
30 0.81856 0.82187
32 0.92376 0.92745
34 1.02206 1.02568
35 1.06857 1.07240
1 3.07898 3.08312

Tabella 5.12: Coe�cien ti ci calcolati comederivata prima numerica delle energiedi KS rispetto al
numero di occupazioneper diversi valori di a (prima colonna), per i due stati j " ; " ; " ; " ; "i (seconda
colonna e j0; " ; " ; " ; 0i (terza colonna).

Stato spin degenerazione Energia Emult (J = 32 meV)
simmetria S Emult [meV]

n = 2

T1g 1 9 � J � 32
Hg 0 5 J 32

Ag 0 1 4J 128

n = 3

Au 3=2 4 � 3J � 96

Hu 1=2 10 0 0
T1u 1=2 6 2J 64

Tabella 5.13: Multipletti per Cn �
60 espressiin funzione del parametro coulombiano J (quarta co-

lonna), ed energiaper J = 32 meV (quinta colonna). Per la simmetria elettrone-buca dell'Hamil-
toniana, le energiedei multipletti per n = 2 sonouguali a quelle per n = 4 elettroni. Il contributo
del termine [�n + Un(n � 1)=2], che non rispetta la simmetria elettrone-buca, non �e considerato.
Gli stati sonoordinati per energiacrescente.
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Figura 5.11: Spettro dei multipletti per Cn �
60 , con n = 2; 3 elettroni.

L , comesegue:

E(N ; S;L ) = � N + U
N (N � 1)

2
� 2J

�
S(S + 1) +

1
4

L(L + 1) +
1
4

N (N � 6)
�

: (5.14)

Come spiegato nella sezione2.2, lo spettro dei multipletti per gli ioni negativi del fullerene si
pu�o descrivere in termini del solo parametro coulombiano J = F H g =2, e anzi la de�nizione del
parametro �e legata proprio a questo scopo. Lo spettro del Cn �

60 �e rip ortato nella quarta colonna
della tabella 5.13, in funzione del parametro J . Per la simmetria elettrone-buca, gli splittings dei
multipletti per n = 4 sono uguali a quelli per n = 2, pertanto nella tabella rip ortiamo solo le
espressioniper le energiedei multipletti per n = 2; 3.

Sostituendo il valore del parametro J ricavato dal nostro calcolo, rip ortato nella tabella 5.6,
otteniamo i risultati numerici che raccogliamo nell'ultima colonna della tabella 5.13, che sono
rappresentati nella �gura 5.11.

Per entrambi i valori di n, vediamo immediatamente che lo stato fondamentale risulta a spin
alto, in accordocon la prima regola di Hund, e che l'ordinamento dei livelli ad energiapi�u elevata
seguela secondaregola di Hund, comerisulta evidente data la corrispondenzacon il casoatomico
degli elettroni p pi�u volte richiamata. Inoltre il gap tra stato fondamentale a spin alto e primo
stato eccitati a spin basso�e piuttosto elevato, 64 meV e 96 meV per n = 2; 3 rispettivamente.
L'ampiezza complessiva degli splittings risulta pari a 5J in entrambi i casi, superiore a 150 meV.
Tutti questi dati sonocompatibili con stime di altri lavori [34], comediscuteremonella sezione6.2.
Per ora consideriamoquesti valori come termine di confronto per le caratteristiche spettrali del
Cn +

60 , di cui ci occupiamo nel seguito.

Consideriamoi multipletti relativi a stati con n buche nell'HOMO. Per diagonalizzarel'Hamil-
toniana, calcoliamoun insiemedi stati adattati alla simmetria per ogni valore della carica n, degli
indici della rappresentazione (� ; � ), della molteplicit�a della rappresentazione r , dello spin totale S
e della proiezione M dello spin. Per farlo, accoppiamoiterativ amente gli orbitali ad una buca di
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simmetria hu a tutti gli stati ad (n � 1) � buche, secondolo schema

jn; (� 0; � 0; S0); (� ; r ); � ; S;M i =
X

� 0� 00

X

M 0M 00

Cr � �
� 0;� 0;hu ;� 00 CSM

S0;M 0;1=2;M 00 �

jn � 1; � 0; � 0; � 0; S0; M 0i � j1; hu ; � 00;
1
2

; M 00i (5.15)

dove Cr � �
� 0;� 0;hu ;� 00 e CSM

S0;M 0;1=2;M 00 sonoi coe�cien ti di Clebsch-Gordan icosaedricie sferici che con-
trollano l'accoppiamento dei momenti angolari orbitali edi spin rispettivamente, e � 0 indica l'origine
dello stato ad (n � 1)-particelle. Per ottenere una baseper gli stati a n particelle jn; r; � ; � ; S;M i �e
necessarioortonormalizzare gli stati jn; (� 0; � 0; S0); (� ; r ); � ; S;M i ricavati applicando la (5.15), per
tutti i possibili valori di � 0,� 0,S0 e r . � mantiene traccia dell'origine dello stato. L'Hamiltoniana
risulta diagonale, in questabaseadattata alla simmetria, rispetto ai numeri quantici n, �, � , S, e
M , e con autovalori indipendenti da � e M .

In questa base l'Hamiltoniana si presenta in forma diagonale a blocchi, e questo permette in
molti casidi ottenere l'espressioneanalitica per l'energia dei multipletti, che indichiamo con Emult ,

come autovalori di
�

Ĥe� e � U n̂ ( n̂ � 1)
2

�
. Nella tabella 5.14 rip ortiamo le espressioniesplicite delle

energiein funzione dei parametri coulombiani dove possibile, mentre nei casi in cui �e richiesta la
diagonalizzazionenumerica di sottomatrici l'espressionerisulta in forma implicita. Per maggiori
dettagli, come pure per l'espressioneesplicita dei termini indicati in tabella come � 1� 5, si veda
l'appendice B. Sostituendo nelle espressionidella tabella 5.14 i valori dei parametri coulombiani
rip ortati nella tabella 5.3 otteniamo lo spettro dei multipletti per gli ioni Cn +

60 , che raccogliamo
nella tabella 5.15.

Le �gure 5.12-5.15 mostrano gli spettri per numero di buche n = 2; 3; 4; 5 rispettivamente,
calcolati sulla basedei parametri della tabella 5.15. Per meglio mostrare le caratteristiche di tali
spettri, gli stati corrispondenti a spin di�eren ti sonorappresentati in colonnediverse,e ogni linea
spettrale �e etichettata secondola simmetria orbitale dello stato. In primo luogo notiamo che
l'in terazioneelettrone-elettrone porta ad uno sparpagliamento dei multipletti relativamente ampio
(tabella 5.16). Il valore minimo si ha per gli stati con 2 buche, e il massimoper quelli con 4 e 5
buche, che presentano valori molto simili.

Lo stato fondamentale risulta in tutti i casi a spin alto, come previsto dalla prima regola di
Hund. Inoltre, il gap tra lo stato fondamentale e il primo stato con spin di�eren te, listato tabella
5.17, �e massimo per gli stati a 4 e 5 buche, ma rimane piuttosto grande, a riprova di quanto
l'ordinamento di tip o Hund sia stabile.

La regola di Hund risulta implementata anche per quanto riguarda l'ordinamento rispetto al
momento angolare orbitale totale: lo stato ad energia pi�u elevata �e quello di simmetria Ag, per
n = 2; 4, che corrisponde ad l = 0 nella rappresentazione irriducibile per il gruppo sferico. Per
n = 3; 5, stati in cui le deviazioni dalla regola di Hund si attendono pi�u sensibili per il valore
elevato della densit�a di carica, si ha lo stato di simmetria pi�u bassocompatibile con il principio di
esclusione,in analogia con la corrispondente situazione degli orbitali d atomici. La prima colonna
della tabella 5.17 rip orta i valori del potenziale U di Hubbard secondola de�nizione microscopica
classica,che si discosta da quella adottata in questo lavoro. Come evidenziato nella sezione2.2,
secondola nostra de�nizione il parametro U �e legato alla energia media dei multipletti, mentre
la de�nizione del potenziale U di Hubbard fa riferimento all'energia minima entro il multipletto,
ovvero U = E min (N + 1) + E min (N � 1) � 2E min (N ). La tabella rip orta il valore corrispondente,
in baseai nostri risultati. Notiamo anche, per�o, che le due regoledi Hund portano probabilmente
a separazioniconfrontabili, per cui nell'ordinamento degli stati eccitati per n = 4; 5 si mescolano
stati con valori dello spin totale di�eren ti, mentre questonon accadeper n = 2; 3.

Possiamoconfrontare questi risultati con quelli ricavati recentemente [16], con un calcolobasato
sudi un modello fenomenologicoa partire da uno sviluppo in multip oli delle interazioni coulombiane
intramolecolari. Nelle �gure 5.16 e 5.17 rip ortiamo lo spettro per n = 2 e n = 3 buche basato
su questi risultati. Gli splittings che ottengono sono circa 3 volte pi�u grandi di quelli trovati in
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Figura 5.12: Spettro dei multipletti per n = 2 buche.
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questo lavoro, e si traducono in una ampiezzacomplessiva di � 1.2 eV per 2 e 3 buche, e di �
2.4 eV per n = 4; 5. Riteniamo che questo valore sovrastimi l'in terazione coulombiana, perch�e lo
screening intramolecolare �e totalmente trascurato nel modello di ref. [16]. Notiamo comunque che
l'ordinamento dei livelli risulta simile, almenoper tratti essenziali(prima regoladi Hund), pur con
lievi di�erenze nell'ordinamento dei livelli intermedi. Inoltre entrambi i lavori concordano sulla
degenerazionedegli stati di doppietto T1u e T2u per n = 3, gi�a descritto e spiegato in letteratura

Stato spin Energia

simmetria S Emult

n = 2
Ag 0 8

9 F2: + 10
9 F3 + 10

9 F4

Gg 0 1
18 F2 � 5

36 F3 + 25
36 F4

Hg 0 2
9 F2 + 13

36 F3 + 1
36 F4 � � 1

Hg 0 2
9 F2 + 13

36 F3 + 1
36 F4 + � 1

T1g 1 � 4
9 F2 � 5

36 F3 + 7
36 F4 +

p
5

2 F5

T2g 1 � 4
9 F2 � 5

36 F3 + 7
36 F4 �

p
5

2 F5

Gg 1 7
18 F2 � 5

36 F3 � 23
36 F4

n = 3

T1u 1=2 � 1
6 F2 � 5

12 F3 + 11
12 F4 �

p
5

2 F5

T1u 1=2 1
3 F2 + 1

3 F3 � 1
3 F4

T2u 1=2 1
3 F2 + 1

3 F3 � 1
3 F4

T2u 1=2 � 1
6 F2 � 5

12 F3 + 11
12 F4 +

p
5

2 F5

Gu 1=2 � 1
3 F2 + 7

12 F3 + 1
12 F4 � � 2

Gu 1=2 � 1
3 F2 + 7

12 F3 + 1
12 F4 + � 2

Hu [� 4] 1=2 Eigenvalues(H mult [3; Hu ; 1=2])

T1u 3=2 � 2
3 F2 � 5

12 F3 � 1
12 F4 +

p
5

2 F5

T2u 3=2 � 2
3 F2 � 5

12 F3 � 1
12 F4 �

p
5

2 F5

Gu 3=2 1
6 F2 � 5

12 F3 � 11
12 F4

State spin Energy

symmetry S Emult

n = 4
Ag [� 3] 0 Eigenvalues(Hmult [4; Ag; 0])

T1g 0 1
2 F2 � 1

12 F3 + 1
4 F4 �

p
5

2 F5

T2g 0 1
2 F2 � 1

12 F3 + 1
4 F4 +

p
5

2 F5

Gg [� 4] 0 Eigenvalues(Hmult [4; Gg; 0])
Hg [� 5] 0 Eigenvalues(Hmult [4; Hg; 0])

T1g [� 3] 1 Eigenvalues(Hmult [4; T1g; 1])
T2g [� 3] 1 Eigenvalues(Hmult [4; T2g; 1])

Gg [� 3] 1 Eigenvalues(Hmult [4; Gg; 1])
Hg [� 3] 1 Eigenvalues(Hmult [4; Hg; 1])

Hg 2 � 2
3 F2 � 5

6 F3 � 5
6 F4

n = 5
Au 1=2 � 5

18 F2 + 13
36 F3 + 1

36 F4 � � 3

Au 1=2 � 5
18 F2 + 13

36 F3 + 1
36 F4 + � 3

T1u 1=2 1
18 F2 + 13

36 F3 � 11
36 F4 �

p
5

2 F5

T1u 1=2 23
36 F2 + 17

72 F3 + 17
72 F4 + 3

p
5

4 F5 � � 4

T1u 1=2 23
36 F2 + 17

72 F3 + 17
72 F4 + 3

p
5

4 F5 + � 4

T2u 1=2 1
18 F2 + 13

36 F3 � 11
36 F4 +

p
5

2 F5

T2u 1=2 23
36 F2 + 17

72 F3 + 17
72 F4 � 3

p
5

4 F5 � � 5

T2u 1=2 23
36 F2 + 17

72 F3 + 17
72 F4 � 3

p
5

4 F5 + � 5

Gu [� 5] 1=2 Eigenvalues(H mult [5; Gu ; 1=2])
Hu [� 7] 1=2 Eigenvalues(H mult [5; Hu ; 1=2])

T1u 3=2 2
9 F2 � 5

36 F3 � 17
36 F4 �

p
5

2 F5

T2u 3=2 2
9 F2 � 5

36 F3 � 17
36 F4 +

p
5

2 F5

Gu 3=2 � 5
18 F2 � 5

36 F3 � 35
36 F4

Gu 3=2 � 11
18 F2 � 5

36 F3 + 13
36 F4

Hu 3=2 � 4
9 F2 � 23

36 F3 � 11
36 F4 � � 1

Hu 3=2 � 4
9 F2 � 23

36 F3 � 11
36 F4 + � 1

Au 5=2 � 10
9 F2 � 25

18 F3 � 25
18 F4

Tabella 5.14: Multipletti per Cn +
60 espressiin funzionedei parametri coulombiani. Per la simmetria

elettrone-bucadell'Hamiltoniana, le energiedei multipletti per n > 5 sonouguali a quelleper (10�
n) buche. Il contributo del termine [�n + Un(n � 1)=2], che non rispetta la simmetria elettrone-
buca, non �e consideratonella tabella.
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n � S degenerazione Emult [meV]
0 Ag 0 1 0
1 Hu 1/2 10 0
2 T2g 1 9 -59

T1g 1 9 -59
Gg 1 12 -11
Gg 0 4 17
Hg 0 5 46
Hg 0 5 115
Ag 0 1 318

3 T2u 3/2 12 -138
T1u 3/2 12 -138
Gu 3/2 16 -91
T2u 1/2 6 -39
T1u 1/2 6 -38
Hu 1/2 10 -9
Hu 1/2 10 6
Gu 1/2 8 23
T2u 1/2 6 71
T1u 1/2 6 71
Gu 1/2 8 96
Hu 1/2 10 99
Hu 1/2 10 247

4 Hg 2 25 -238
Gg 1 12 -106
Hg 1 15 -94
Gg 1 12 -61
T2g 1 9 -59
T1g 1 9 -59
Gg 0 4 -41
Ag 0 1 -18
Hg 1 15 8
Hg 0 5 8
T2g 1 9 9
T1g 1 9 9
Hg 1 15 19
Hg 0 5 34
T2g 0 3 51
T1g 0 3 51
Ag 0 1 65
Gg 0 4 113
Gg 1 12 120
Hg 0 5 136
T2g 1 9 137
T1g 1 9 137
Gg 0 4 146
Hg 0 5 186
Gg 0 4 256
Hg 0 5 280
Ag 0 1 494

n � S degenerazione Emult [meV]
5 Au 5/2 6 -397

Hu 3/2 20 -195
Hu 3/2 20 -125
Gu 3/2 16 -97
Hu 1/2 10 -82
Gu 1/2 8 -69
Gu 3/2 16 -68
Au 1/2 2 -62
T2u 3/2 12 -21
T1u 3/2 12 -20
Gu 1/2 8 -14
Hu 1/2 10 3
Hu 1/2 10 9
T2u 1/2 6 47
T1u 1/2 6 47
T1u 1/2 6 54
T2u 1/2 6 55
Hu 1/2 10 55
Hu 1/2 10 79
Gu 1/2 8 101
Au 1/2 2 118
Gu 1/2 8 156
Gu 1/2 8 160
T2u 1/2 6 175
T1u 1/2 6 175
Hu 1/2 10 185
Hu 1/2 10 334

Tabella 5.15: Energie dei multipletti coulombiani per i parametri del Cn +
60 . Gli stati sono rip or-

tati in ordine di energia crescente. �E stato esclusoil contributo non simmetrico elettrone-buca
[�n + Un(n � 1)=2].
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N � e� e
max

2 377
3 485
4 734
5 731

Tabella 5.16: Massima di�erenza in energia tra i multipletti, in relazioneal numero di buche.

N Ugs � e� e
spin

1 3038
2 3077 76
3 3076 99
4 3038 132
5 3415 202

Tabella 5.17: The Coulomb Hubbard Umin = E min (N + 1) + E min (N � 1) � 2E min (N ) and the
Coulomb spin-gap to the �rst low-spin state.

([35, 36, 37]).
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Figura 5.14: Spettro dei multipletti per n = 4 buche.
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Figura 5.15: Spettro dei multipletti per n = 5 buche.
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Figura 5.16: Spettro dei multipletti per n = 2 buche, calcolato in ref. [16], con un modello
fenomenologicoche ignora completamente lo screening intramolecolare.
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Capitolo 6

Discussione

6.1 Rilassamen to della geometria molecolare

Nel capitolo 5 abbiamo mostrato i risultati per i parametri che caratterizzano l'in terazione cou-
lombiana negli ioni positivi e negativi del C60. In questocapitolo vogliamo illustrare quali siano le
conseguenzeprevedibili sullepropriet�a molecolari deducibili in baseai valori ottenuti, in particolare
la simmetria dello stato fondamentale del sistemauna volta inclusa nello studio questainterazione,
cos�� come la struttura dei livelli energetici che ne deriva, e la separazionetra i multipletti corri-
spondenti a stati eccitati. La struttura dei livelli energetici di una molecola�e per�o pi�u complessa
di quella atomica, perch�e ai gradi di libert�a elettronici si aggiungonoquelli dei nuclei: cos�� accanto
alla struttura elettronica �e necessarioconsiderareuna struttura legata ai moti vibrazionali interni
della molecola. L'energia totale risulta quindi dalla sovrapposizione di questi di�eren ti contri-
buti, elettronico e nucleare. Le diverse forme di interazione tra le particelle che costituiscono la
molecola, in generalesono strettamente intrecciate, e tutte concorrono alla determinazione delle
caratteristiche di stato fondamentale e degli stati eccitati. Il casomolecolare�e dunque pi�u com-
plessodi quello atomico, poich�e i due contributi nucleareed elettronico agisconosimultaneamente,
e in generalein modo interdipendente. La conoscenzadel contributo elettronico, ad esempio,non
permette da sola di ricavare conclusioni certe circa la con�gurazione di minima energia, poich�e
per la molecolapu�o essereconveniente energeticamente \rilassare", cio�e deformarsi in una qualche
direzione, e a loro volta le posizioni degli ioni nella nuova con�gurazione determinano una nuova
con�gurazione elettronica di minima energia. Ovviamente la decrizionepi�u fedele�e quella di una
variazione simultanea delle posizioni nucleari e delle con�gurazioni elettroniche. La trattazione
esatta di un problema molecolarerisulta quindi piuttosto ardua, e si utilizzano diversetrattazioni
approssimate,da scegliersiin basealle caratteristiche del particolare sistema e alle esigenzedella
descrizioneche si vuole ottenere. In generale,il punto di partenza �e quello di separare(disaccop-
piare) i gradi di libert�a elettronici e nucleari, per poi successivamente recuperare gli e�etti della
interazione come perturbazione al sistema sempli�cato. La descrizioneapprossimata del sistema
disaccoppiato non �e sempre accurata, in particolare se la molecola presenta alcune caratteristi-
che. Se lo stato elettronico di una certa con�gurazione nucleare simmetrica �e degenere,allora la
con�gurazione �e instabile rispetto ad uno spostamento dei nuclei il cui e�etto �e quello di rompere
la degenerazioneelettronica. Questo \fenomeno" �e noto come e�etto Jahn-Teller, e si applica in
realt�a anche a sistemi costituiti da pi�u atomi anche solo in presenzadi quasi-degenerazione.Per
molecoleche si trovano in questa situazione, la descrizioneche si ottiene applicando ciecamente
la separazioneadiabatica di moti elettronici e fononici risulta poco accurata. Gli stati elettronici
HOMO e LUMO rilevanti per gli ioni Cn �

60 sono appunto degeneri. Questo porta a ritenere che
l'e�etto Jahn-Teller giochi un ruolo importante nella struttura dei livelli energetici elettronici, co-
me tra l'altro confermato da diversi lavori in letteratura ([38, 39, 40, 41]). D'altra parte, tra gli
scopi principali dichiarati di questo lavoro c'era quello di poter stimare il ruolo dell'in terazione
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Figura 6.1: La �gura mostra simbolicamente la corrispondenza tra l'in terazione tra elettroni
mediata da fononi di simmetria �, e l'in terazione elettrone-elettrone controllata dal parametro
coulombiano F � .

coulombiana in fenomeni come la superconduttivit�a, in generale(ma anche per il fullerene) rite-
nuti conseguenzedi fenomenidi correlazionedovuti proprio all'in terazioneelettrone-fonone. Per il
Cn �

60 lo studio �e gi�a stato condotto [42], e si hanno risultati sull'e�etto combinato delle due intera-
zioni elettrone-elettrone e elettrone-fonone,su cui ritorneremo nelle discussioniche seguono. Per
il Cn +

60 , cerchiamo di trarre delle conclusioni combinando i risultati qui ricavati per l'in terazione
elettrone-elettrone con quelli relativi all'in terazioneelettrone-fononeper lo stessosistema[13]. Gli
e�etti dell'accoppiamento elettrone-fonone sono trattati nella forma dell'approssimazionelineare
dell'e�etto Jahn-Teller, Ĥe� vib (2.6). Nel seguito discuteremo i risultati ottenuti alla luce di una
trattazione della molecolain termini di due approssimazionidi�eren ti, indicate generalmente come
approssimazioneadiabatica e antiadiabatica.

6.1.1 In terazione elettrone-fonone in approssimazione antiadiabatica

Nello scriverel'Hamiltoniana nella forma (2.3), �e implicita la trattazione del problema che abbiamo
considerato. I contributi dei gradi di libert�a elettronici e vibrazionali sono stati separati secon-
do l'approssimazionedi Born-Oppenheimer,e in prima approssimazioneil sistema�e descritto dai
due termini Ĥ0 (2.4) e Ĥ vib (2.5), e in particolare per il potenziale vibrazionale si �e scelta l'ap-
prossimazionearmonica. L'e�etto del termine di interazione elettrone-elettrone Ĥe� e (2.1) �e stato
studiato nel corsodi questolavoro. D'altra parte �e stato evidenziato in diversi lavori ([39], [38]) che
l'e�etto Jahn-Teller �e determinante nella comprensionedelle caratteristiche del fullerene in forma
molecolaree nei solidi. In tali lavori �e stata anche valutata l'in tensit�a degli accoppiamenti di JT,
espressinella Hamiltoniana elettrone-fononedal coe�cien te gr

i � per ciascunodei modi JT attivi,
e si �e trovato che nel Cn �

60 si ha accoppiamento di media intensit�a, condizione nella quale l'ap-
prossimazioneantiadiabatica che consideriamoqui porta a sovrastimare gli e�etti dell'in terazione.
L'approssimazioneanti-adiabatica permette per�o di mapparel'Hamiltoniana elettrone-fononesu di
un termine che possiamovederecomedi interazioneelettrone-elettrone e�cace. Cos�� la trattazione
dei termini di interazione coulombiana e di quella elettrone-fononepu�o esserecondotta in modo
parallelo. Da un lato in entrambi i casi si assumeche gli stati elettronici coinvolti siano solo quelli
degeneri(nel casoin questioneHOMO o LUMO), mentre la possibilit�a di accoppiamento tra stati
di energiadi�eren te sia trascurabile. Questopermette di sfruttare la condizioneche dovendoessere
l'Hamiltoniana (coulombiana o di Jahn-Teller) uno scalaredel gruppo di simmetria icosaedrico(gli
stati elettronici considerati sonouna baseper la stessairrep), gli unici contributi non nulli derivano
dai termini di interazione con carattere di simmetria corrispondente ad una delle irrep in cui si
decompone la parte simmetrica del prodotto della irrep elettronica con se stessa. Questo pone
le due interazioni sul medesimopiano, dal punto di vista della simmetria. L'analogia tra le due
diventa ancora pi�u completa se consideriamol'e�etto dell'accoppiamento al secondoordine della
teoria perturbativ a. Infatti le correzioni al secondoordine, per lo stato fondamentale si ottengono



6.1. RILASSAMENTO DELLA GEOMETRIA MOLECOLARE 69

Parametro (Ĥe� e) (Ĥe� vib , secordine) Totale: (e-e)+(e-vib)
[meV] [meV] [meV]

F1 15646� 9 -18 15628
F2 105 � 10 -62 42
F3 155 � 4 -173 -18
F4 47 � 5 -50 -3
F5 0 � 3 -14 -14
� -27 � 1
U 3097� 1 27 3124
J 60 � 1 -57 3

Tabella 6.1: La secondacolonnarip orta i parametri coulombiani ricavati conquestolavoro, per Cn +
60

(tabella 5.2). La terza colonnamostra i parametri e�caci ricavati trattando secondola teoria della
perturbazioni al secondoordine Ĥe� vib , utilizzando gli accoppiamenti elettrone-fononecalcolati in
[13]. La quarta colonna rip orta l'e�etto complessivo delle due interazioni.

diagonalizzandola matrice

�h aj
X

i

Ĥe� vib ji ihi jĤe� vib

E i � E0
jbi ; (6.1)

dove la somma �e estesaagli stati ad un fonone ji i , E0 �e l'energia di uno stato a zero fononi, e
E i sono le energie dei corrispondenti stati ad un fonone. Gli stati jai e jbi appartengono allo
stessomultipletto degenere,a zero fononi. Il contributo del termine di accoppiamento diventa
formalmente identico ad un termine coulombiano, cio�e

1
2

X

� ;� 0

X

mm 0
nn 0

wJ T
� ;� 0(m; m0; n; n0)ĉy

� m ĉy
� 0m 0ĉ� 0n 0ĉ� n : (6.2)

per un opportuno wJ T
� ;� 0(m; m0; n; n0), che pu�o esseretrattato in modo analogoa quanto fatto nella

sezione2.2. L'in terazioneelettrone-fononeal secondoordine della teoria delle perturbazioni si pu�o
allora descrivere attra verso parametri corrispondenti in numero e ruolo a quelli de�niti nella se-
zione2.2 per l'in terazione elettrone-elettrone. (In realt�a lo spunto per la riduzione dell'in terazione
coulombiana ai parametri F1� 5 nasceproprio dall'analogia formale tra i due accoppiamenti appe-
na evidenziata (�g. 6.1), utilizzata in un lavoro precedente, dedicato allo studio dell'in terazione
elettrone-fonone,di cui questo �e idealmente il completamento.)

L'e�etto globaledelle due interazioni si pu�o esprimereattra versodei parametri F tot
1� 5, sommaal-

gebricadei valori ricavati dai due studi separatamente. La dipendenzadelle grandezzedi interesse,
energiatotale, separazionedi multipletti, etc., da questi parametri \totali" �e la stessaricavata per i
parametri coulombiani, e questopermette di ricavare una corrispondenzatra gli e�etti delle singole
interazioni (ad esempiosulla previsione delle caratteristiche dello spettro) e quello combinato di
entrambe, pi�u vicino alla situazione reale della molecola.

Nella tabella 6.1 raccogliamoi valori dei parametri F1� 5 relativi all'in terazione coulombiana, e
quelli derivanti dalla trattazione perturbativ a al secondoordine dell'in terazione elettrone-fonone.
Ricaviamo questi ultimi dagli accoppiamenti JT calcolati nel lavoro gi�a citato in precedenza[13].
Per un confronto migliore con i risultati coulombiani, mostriamo nella tabella seguente anche i
valori dei parametri dipendenti U, J che abbiamo de�nito nella sezione2.2. Nella quarta colonna
indichiamo il contributo totale, ottenuto comesommaalgebricadei valori rip ortati nelleduecolonne
precedenti.

Nella tabella 6.2 rip ortiamo invecei valori relativi al Cn �
60 , per confronto.

Come si vededalla tabella 6.2, nel casodel Cn �
60 il contributo elettrone-fononeal parametro U,

che rappresenta l'in terazionemedia tra gli elettroni nel LUMO, �e molto piccolo, e quindi non altera
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Parametro (Ĥe� e) (Ĥe� vib , sec. ordine) Totale: (e-e)+(e-vib)
[meV] [meV] [meV]

U 3069 32 3101
J 32 -57 -25
� 1

Tabella 6.2: Parametri coulombiani per il Cn �
60 , ricavati dal calcolo L(S)DA. I valori riferiti alla

trattazione perturbativ a al secondoordine sonopresi da [13]. Nell'ultima colonna, la sommadelle
due interazioni.

n � S degenerazione Emult [meV]
2 Ag 0 1 -100

Hg 0 5 -25
T1g 1 9 25

3 T1u 1/2 6 -50
Hu 1/2 10 0
Au 3/2 4 75

Tabella 6.3: Energie dei multipletti calcolati considerandosia il contributo coulombiano che quello
elettrone-fononeper il Cn �

60 . Gli stati sonorip ortati in ordine di energiacrescente. �E stato escluso
il contributo non simmetrico elettrone-buca [�n + Un(n � 1)=2].

signi�cativ amente la posizionemedia dei multipletti comeprevista dal solo contributo coulombia-
no. Al contrario, il contributo fononico al parametro J , che rappresenta l'e�etto dell'in terazione
sulla separazionetra i multipletti, risulta attrattiv o e di valore tale da sovrastare il contributo cou-
lombiano. Questosigni�ca che, in questaapprossimazione,l'in terazionee�cace elettrone-elettrone
mediata dai fononi �e in grado di portare ad un rovesciamento nell'ordinamento energetico dei
multipletti, portando a prevedereper gli ioni negativi di fullerene uno stato fondamentale a spin
basso,e un ordinamento che possiamode�nire anti-Hund. Questo risulta chiaramente dai valori
delle energiedei multipletti ottenuti combinando i due contributi rip ortati nella tabella 6.3, e rap-
presentati in �gura 6.2. Dato il consistente spin gap tra stato fondamentale e primo stato eccitato
a spin elevato, la previsione di uno stato fondamentale a spin bassorisulta piuttosto solida, pur
con i limiti insiti nell'approssimazioneusata, di cui discuteremonella sezionesuccessiva.

Per il Cn +
60 , la situazione�emenode�nita . Nella tabella 6.4sonorip ortati i valori per l'energia dei

multipletti calcolati in accordocon le espressioniindicate nella tabella 6.1. Da un lato la struttura
elettronica dipendeda un numero di parametri pi�u elevato, e quindi l'in terpretazione dello spettro
risulta pi�u complessa.Dall'altro, i risultati che abbiamo ottenuto sonomenochiari. Anche nel caso
positivo il parametro U totale, pur leggermente ridotto, risulta dominato dal contributo coulom-
biano. In accordocon l'in terpretazione di U adottata, ne deduciamoche l'in terazione mediata sul
multipletto risulta sostanzialmente quella dovuta all'in terazione elettrone-elettrone. Per gli altri
parametri, invece,i due contributi sonoconfrontabili, e questoporta ad una parziale cancellazione
dell'e�etto elettrone-elettrone ed elettrone-fonone. Ad esempio,il contributo fononico ~F3 dovuto
ai modi di simmetria H r =1

g risulta tanto grandeda sovrastare il corrispondente termine F3, mentre
questonon accadenel casodel parametro F2, dove il contributo dei modi fononici di simmetria Gg

risulta modesto. L'e�cacia della cancellazionesi pu�o vedereanche dalla riduzione dell'ampiezza
complessiva degli splittings per �ssato n, che rip ortiamo nella tabella 6.6, da confrontarsi con i
valori coulombiani della tabella 5.16. Per permettere un confronto pi�u agevole con il casocoulom-
biano puro, nelle �gure 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 mostriamo gli spettri corrispondenti ai dati della tabella
6.4, per n = 2; 3; 4; 5 buche rispettivamente.

Dalla tabella 6.4 vediamo che per questi valori dei parametri e�caci, per n = 2 lo stato fon-
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Figura 6.2: Spettro dei multipletti per Cn �
60 , con n = 2; 3 elettroni, includente il contributo

elettrone-fonone. Da confrontarsi con �gura 5.11.
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Figura 6.4: Spettro dei multipletti relativi all'in terazione coulombiana ed elettrone-fonone per
n = 3 buche. Il confronto va fatto con la �gura 5.13.
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Figura 6.5: Spettro dei multipletti relativi all'in terazione coulombiana ed elettrone-fonone per
n = 4 buche. Il confronto va fatto con la �gura 5.14.
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damentale resta un tripletto, comenel casocoulombiano, con per�o un gap rispetto al sovrastante
singoletto molto ridotto, mentre per n � 3 si hanno stati fondamentali a bassospin. Questo si
confronta con quanto succedenel casodel Cn �

60 , nel quale invecesi ha un de�nito ordinamento di
tip o anti-Hund. Per quanto riguarda i livelli intermedi, la situazione�e ancoramenode�nita, anche
per i due casin = 2; 3 per i quali gli splittings coulombiani mostravano una certa regolarit�a. Anche
il gap tra lo stato fondamentale e il primo stato eccitato di spin di�eren te risulta estremamente
ridotto (tabella 6.5), e questo rende ancora pi�u di�cile l'in terpretazione. Pi �u precisamente, dato
che l'approssimazione anti-adiabatica porta ad una sovrastima delle energie elettrone-fonone in
regime di accoppiamento medio-forte, e questo rende ancora pi�u incerta la determinazione dello
stato fondamentale, in particolare per n � 3.

Il quadro complessivo dei risultati non permette conclusionidecisive per il Cn +
60 , dato che le due

interazioni sembrano combinarsi senzache una prevalga chiaramente sull'altra (nell'approssima-
zioneconsiderata), e le caratteristiche dello spettro risultano di conseguenzapi�u complesseche nel
casodegli ioni negativi. Nella sezione6.1.2 discutiamo brevemente il sistema secondoun'appros-
simazionedi�eren te, quella adiabatica, che sebbenesi presti meno alla separazionedei contributi
e-e ed e-ph, �e pi�u accurata nel casodi accoppiamenti elettrone-fononemedio-forte. Discuteremo
gli esiti di questoconfronto nella sezioneconclusiva, 6.2.

6.1.2 In terazione elettrone-fonone in approssimazione adiabatica

L'approssimazioneadiabatica �e quella che meglio rappresenta un sistema nel limite in cui gli ac-
coppiamenti elettrone-fononesonograndi, e questa�e la condizioneche si riscontra negli ioni Cn �

60 ,
secondoanalisi sia teoriche che sperimentali. In approssimazioneadiabatica, i fononi sonotrattati
classicamente, egli elettroni (o le buche) dannoun contributo al potenzialeadiabatico totale sentito
dai fononi di coordinate Q̂i � � , trattate comevariabili classiche, attra versol'Hamiltoniana (2.6). Se
includiamo in questatrattazione anche i contributi provenienti dall'in terazioneelettrone-elettrone,
possiamoricavareuna stima dell'e�etto combinato dei due accoppiamenti, valida a rigore nel limite
opposto rispetto a quello consideratonella sezioneprecedente: dal confronto dei due risultati ap-
prossimati possiamoricavarealcuneosservazioni interessanti. Nella con�gurazione distorta secondo
gli accoppiamenti JT, la simmetria icosaedricascompare,e di conseguenzabisognaconsiderarela
possibilit�a che stati di simmetria diversasi \mescolino". Gli unici numeri quantici che mantengono
un signi�cato sonon, S e Sz .

Cos��, ad esempio,nel casodi n = 3 buche, per l'accoppiamento con la distorsionelo stato conS =
3=2 e M = 3=2 deriva dal \mescolamento \ degli stati di simmetria icosaedricaT1u , T2u e Gu della
tabella 5.14. Seassumiamoche i parametri Fi restino gli stessianche in presenzadella distorsione,
possiamocalcolare, per �ssati n, S, e M la distorsione ottimale, che corrisponde al minimo del
potenzialeadiabatico totale nello spaziodelle coordinate fononiche. La tabella 6.7 rip orta l'energia
dello stato ad energiapi�u bassaper numero di buche e spin �ssato, in presenzadi accoppiamenti
elettrone-elettrone ed elettrone-fonone,secondole due approssimazioni. Si vedechiaramente una
di�erenza tra buche ed elettroni, in approssimazioneadiabatica: lo stato fondamentale �e a basso
spin per il C2�

60 , e semprea spin alto per il Cn +
60 . Notiamo che l'approssimazioneadiabatica prevede

per il C3�
60 stati S = 1=2 e S = 3=2 una sostanzialequasidegenerazione,ma �e probabile che l'e�etto

di correzioni adiabatiche [11], porti ad uno stato fondamentale a bassospin.

Per gli ioni positivi, comesi vededal confronto tra i valori delle due colonne, l'approssimazione
adiabatica discorda dai risultati anti-adiabatici per n � 3. Il guadagnoenergetico rispetto alla
con�gurazione imperturbata risulta molto pi�u grande in approssimazioneadiabatica, e inoltre lo
spin gap, cio�e la di�erenza in energiatra lo stato fondamentale e lo stato a spin di�eren te pi�u vicino
in termini energetici risulta cosistente per tutti gli n, tanto da far ritenere che le previsioni restino
attendibili anche in presenzadi correzioni quantistic he al modello. Questa conclusione�e ancora
pi�u attendibile per il C2+

60 : nonostante il valore contenuto dello spin gap, questorisulta il medesimo
nelle due approssimazioni,e quindi si suppone che la simmetria dello stato fondamentale resti la
stessaanche nel casodi una trattazione esatta, dato che questa dovrebbe produrre un risultato
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intermedio tra quelli delle due approssimazioni.

L'approssimazioneadiabatica indica pertanto che per gli ioni positivi del C60 sonofavoriti stati
fondamentali a spin elevato, mentre per gli ioni negativi l'accoppiamento elettrone-fononeriescea
contrastare l'in terazionecoulombiana e a favorire stati a spin basso.In ogni caso,le due interazioni
risultano confrontabili, epertanto le incertezzelegateall'accuratezzadelleapprossimazionirendono
di�cile trarre conclusionicirca la simmetria dello stato fondamentale. Il fatto chequestosostanziale
equilibrio non sia frutto solodelle sempli�cazioni adottate nella trattazione trova parziale sostegno
in alcuni risultati sperimentali, che hanno evidenziato stati fondamentali ad alto spin per ioni
negativi di fullerene in determinati ambienti chimici ([43], [44]), cosa che suggerisceuna quasi
degenerazionetra i multipletti di pi�u bassaenergia con spin di�eren ti. Per avere risultati pi�u
signi�cativi diventa necessarioprocederealla diagonalizzazionedell'Hamiltoniana totale 2.3 che
includa tutti i modi fononici e i termini coulombiani, superandole approssimazioniconsideratequi.
Anche l'inclusione di accoppiamenti elettrone-fononedi ordine pi�u elevato pu�o risultare importante
in taluni casi.

6.2 Conclusioni

Per interpretare correttamente i risultati ottenuti con questo lavoro, �e opportuno ricordare alcune
caratteristiche del metodo applicato, e i limiti di a�dabilit� a dei risultati.

Innanzitutto, abbiamo calcolato gli accoppiamenti coulombiani tra le buche assumendoper la
molecolauna con�gurazione geometricarigida, icosaedrica. Realisticamente, a causadella intera-
zione tra i gradi di libert�a elettronici e vibrazionali, per ogni diverso stato di carica la molecola
rilassa, assumendouna nuova con�gurazione geometrica. Chiaramente questo limita l'accuratezza
dei nostri risultati. Sarebbe possibile includere questo aspetto, permettendo, nel calcolo autocon-
sistente, il rilassamento della molecolaa nuove posizioni di equilibrio per ciascundi�eren te stato di
carica. In questomodo, per�o, i risultati sarebbero stati sovrapposizionedei contributi coulombiano
ed elettrone-fonone.

Altro limite del metodo �e l'assunzione che i parametri coulombiani siano indipendenti dallo
stato di carica. In principio sarebbe lecito attendersi che non sia questoil caso,proprio a causadel
rilassamento delle posizioni degli ioni della molecolae degli stessiorbitali elettronici. Tuttavia in
una molecola delle dimensioni del C60 ci si pu�o altrettan to lecitamente attendere che tale e�etto
sia molto ridotto. In ogni caso,i valori ottenuti sonoda interpretarsi comemediati sui diversi stati
di carica.

Per quanto riguarda i risultati, per il Cn �
60 , troviamo in letteratura vari termini di confronto.

Un valore dell'ordine di 100 meV �e rip ortato per calcoli del tip o Hartree-Fock [45], e anche per
integrazionediretta dell'in terazione coulombiana non schermata [16]. Probabilmente questevalori
sovrastimano l'e�ettiv o J , poich�e i metodi utilizzati trascurano completamente o sottostimano lo
screening intramolecolare. D'altra parte �enoto che l'approssimazioneLSDA che abbiamoutilizzato
ha il difetto opposto, quello di sovrastimare questi e�etti, e quindi possiamodedurne che il valore
di 32 meV ottenuto in questo lavoro, sia un po' pi�u bassodel vero. Una stima migliore potrebbe
ragionevolmente essereintermedio: e�ettiv amente Martin e Ritchie [46] suggerisconouna stima
prossimaai 50 meV. In ogni caso,l'accordo sostanzialmente buono �e indice di una confortante a�-
dabilit�a del metodo. Da questoconfronto possiamoassumereche i valori dei parametri ricavati per
il Cn +

60 sianoda considerarsicomelimite inferiore per i valori realistici, che sonoprobabilmente pi�u
grandi di quelli qui calcolati di un fattore 1.5{2. D'altra parte per gli ioni positivi gli unici termini
dei confronto vengonodal citato lavoro di Nikolaev e Michel, in cui gli splittigs dei multipletti gi�a
discussinella sezione5.5, sono pi�u di 3 volte pi�u grandi di quelli calcolati con i nostri parametri;
questi valori, che escludonolo screening, sonoda intendersi comelimite superiore.

La interpretazione dei risultati, che richiede essenzialmente di confrontare gli e�etti antagoni-
sti delle due interazioni e-e ed e-ph, risulta complicata anche da un altro aspetto. L'in terazione
elettrone-fonone,comemostrato per il Cn �

60 dal confronto tra gli accoppiamenti g2 calcolati e quelli
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ricavati da esperimenti di fotoemissione[47], �e probabilmente sottostimato dall'approssimazione
LDA: gli accoppiamenti ricavati a partire dai dati sperimentali sono circa doppi rispetto a quelli
calcolati. Ad esempio, il parametro ~J e�cace ricavato a partire dai dati sperimentali vale circa
-127 meV, contro il valore LDA di -57 meV. Alla luce di questo, sia l'in terazione repulsiva cou-
lombiana che l'in terazione attrattiv a e�cace mediata dai fononi calcolate in LDA sembrano dover
essereragionevolmente riscalate di un fattore 2. Questo rende di�cile trarre conclusioni decisive
circa il bilancio tra questi due e�etti nel Cn �

60 , ed e�ettiv amente ([43], [44]) in di�eren ti ambienti
chimici si sonotrovate evidenzedi stati fondamentali locali sia a spin alto che a spin basso,e la dif-
�colt�a �e ancoramaggioreper il Cn +

60 . Per gli ioni positivi di fullerene, i nostri risultati suggeriscono
che siano generalmente favoriti stati ad alto spin. Inoltre, soprattutto per questo casoabbiamo
trovato una separazionetra multipletti confrontabile con l'ampiezza di banda prevista teoricamen-
te nel solido (� 0.5 eV), e questoa sostegnodell'ip otesi che le interazioni intramolecolari \di tip o
Hund" siano un ingrediente importante negli ioni del fullerene.

Questi risultati, pubblicati in ref. [1], non permettono da soli di fare previsioni concrete su
propriet�a degli ioni nel solido, ma possiamofare qualche considerazionedi carattere generale.Dal
momento che lo studio della superconduttivit�a originata dagli accoppiamenti JT richiede un'at-
tenta considerazionedell'e�etto complessivo dei termini di interazione (regola di Hund), i nostri
risultati farebbero prevedereuna pi�u spiccata tendenza alla superconduttivit�a per il C60 dopato
negativamente, in cui l'in terazionee-ph riesceprobabilmente a sovrastare la repulsionecoulombia-
na tra gli elettroni coinvolti nel fenomeno. Per il C60 dopato positivamente, il bilancio tra le due
interazioni �e pi�u probabilmente rovesciato,e c'�e la possibilit�a che stati magnetici (alto spin), per
qualunque numero intero intero di buche, siano favoriti rispetto a stati superconduttivi, e questo
pi�u probabilmente che non nel casonegativo. Questo non consente di prevedereanaloghi e�etti
nel solido, dove e�etti di banda potrebbero ridurre o cancellarequesta tendenza,ma l'indicazione
che traiamo da questi risultati �e che ci siano condizioni per la comparsa di supercoduttivit� a di
origine e-ph pi�u marcatamente nel casodel C60 dopato con elettroni che non con buche. Questo
risulta in disaccordocon le evidenzesperimentali (probabilmente infondate) legati ai recenti lavori
di Sch•on e altri ([4], [5]), che rip ortano temperature di transizione T c pi�u elevate per il C60 caricato
positivamente con un dispositivo FET rispetto all'omologo casonegativo. Data l'omogeneit�a della
trattazione che abbiamo seguito nei due casi, e i risultati teorici ottenuti per il Cn �

60 nelle fulleriti,
questo risultato �e sorprendente, e pu�o essereuno stimolo per ulteriori approfondimenti, sia teorici
che sperimentali.
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n � S degenerazione Emult [meV]
0 Ag 0 1 0
1 Hu 1/2 10 0
2 T1g 1 9 -33

Hg 0 5 -21
T2g 1 9 -1
Gg 0 4 3
Ag 0 1 15
Gg 1 12 21
Hg 0 5 27

3 Hu 1/2 10 -50
Gu 1/2 8 -45
T1u 3/2 12 -36
T2u 1/2 6 -18
T2u 3/2 12 -5
Gu 1/2 8 -4
Hu 1/2 10 -4
T2u 1/2 6 9
T1u 1/2 6 9
T1u 1/2 6 14
Gu 3/2 16 17
Hu 1/2 10 49
Hu 1/2 10 58

4 Ag 0 1 -90
Hg 0 5 -79
T1g 1 9 -54
T2g 1 9 -47
Hg 0 5 -41
Gg 0 4 -39
Gg 1 12 -38
Hg 1 15 -31
Gg 0 4 -18
Hg 1 15 -13
Hg 2 25 -11
T1g 1 9 -2
T2g 1 9 2
Hg 0 5 3
T2g 0 3 6
Gg 1 12 6
Ag 0 1 10
Gg 0 4 21
Hg 0 5 23
Hg 1 15 31
T1g 0 3 38
T2g 1 9 43
Gg 1 12 50
T1g 1 9 54
Hg 0 5 63
Gg 0 4 101
Ag 0 1 116

n � S degenerazione Emult [meV]
5 T1u 1/2 6 -84

Hu 1/2 10 -74
Gu 1/2 8 -49
Gu 1/2 8 -45
Au 1/2 2 -39
Hu 1/2 10 -31
Hu 3/2 20 -30
Gu 3/2 16 -24
T2u 1/2 6 -19
Au 5/2 6 -18
Hu 1/2 10 -17
Hu 1/2 10 -8
Gu 3/2 16 -7
T2u 3/2 12 -2
Au 1/2 2 2
T2u 1/2 6 4
Hu 1/2 10 8
T1u 1/2 6 12
Gu 1/2 8 17
Hu 3/2 20 17
T1u 3/2 12 29
Gu 1/2 8 33
Hu 1/2 10 41
Gu 1/2 8 48
T1u 1/2 6 81
T2u 1/2 6 88
Hu 1/2 10 91

Tabella 6.4: Energie dei multipletti del Cn +
60 per i parametri coulombiani e�caci, con il contributo

elettrone-fononein approssimazioneanti-adiabatica. Gli stati sonoordinati per energiacrescente.
I risultati non comprendonoil contributo non simmetrico elettrone-buca [�n + U tot n(n � 1)=2]
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Figura 6.6: Spettro dei multipletti relativi all'in terazione coulombiana ed elettrone-fonone per
n = 5 buche. Il confronto va fatto con la �gura 5.15.

N � e� e
spin

2 12
3 14
4 36
5 54

Tabella 6.5: Spin gap tra lo stato fondamentale e il primo livello eccitato di spin di�eren te.

N � e� e
max

2 60
3 108
4 206
5 175

Tabella 6.6: Massimadi�erenza in energiatra i multipletti, in relazioneal numero di buche, dovuta
all'in terazione coulombiana ed elettrone-fononein approssimazioneantiadiabatica.
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n� S adiabatica anti-adiabatica
2+ 0 -129 -21

1 -142 -33

3+ 1/2 -168 -50
3/2 -222 -36

4+ 0 -200 -90
1 -211 -54
2 -308 -11

5+ 1/2 -203 -84
3/2 -256 -30
5/2 -397 -18

2� 0 -92 -100
1 -71 -25

3� 1/2 -85 -50
3/2 -97 75

Tabella 6.7: Energia (in meV) dello stato pi�u bassoper ciascunn eS, inclusiva dei contributi Ĥ vib +
Ĥe� vib + Ĥe� e, ma esclusoil termine [�n + Un(n � 1)=2], per buche hu (in alto) ed elettroni t1u (in
basso)Nella prima colonna i risultati nel casodei fononi trattati adiabaticamente (accoppiamento
forte), per rilassamento dei modi fononici nella distorsionedi JT ottimale, per ciascunn e S. Nella
secondacolonna, l'energia del multipletto pi�u bassoper ciascunn e S ricavata dalla tabella 6.4.



Capitolo 7

App endici

7.1 App endice A: teorema di Janak

Per portare avanti le considerazionicirca l'applicazione del Teoremadi Janak che interessa,richia-
miamo brevemente la dimostrazione originale [28].

Ricordiamo preliminarmente che in DFT l'energia totale �eun funzionaledella densit�a elettronica
� (r ):

E [� ] = Ts[� ] + U[� ] + Exc [� ] (7.1)

dove Ts �e l'energia di un sistema elettronico non interagente con la medesimadensit�a elettro-
nica � (r ), U �e l'energia coulombiana classica, e Exc [� ] �e il funzionale di scambio-correlazione.
Minimizzando l'energia totale rispetto a � (r ) si ottiene l'equazioneper una particella (in rydberg)

[�r 2 + VH + vxc ] i = � i  i (7.2)

dove VH (r ) � � U
� � ( r ) �e il potenziale coulombiano classico,e vxc � � E xc

� � ( r ) �e il potenziale di scambio e
correlazione. L'equazione(7:2) deve essererisolta con la condizione

� (r ) =
NX

i =1

j i (r )j2; (7.3)

dove la sommasi intende riferita alle N soluzioni ad energiapi�u bassadell'equazione(7:2) per un
sistemaad N elettroni.

De�niti

t i =
Z

 �
i (�r 2) i dr = � i �

Z
 �

i (VH + vxc )dr (7.4)

il funzionale dell'energia cinetica Ts[� ] per un sistemaad N elettroni risulta de�nito come

Ts[� ] =
NX

i =1

t i

Le prescrizioni della DFT, tutta via, sono a rigore applicabili solo allo stato fondamentale, e una
situazione in cui viene modi�cato per una quantit�a in�nitesima il numero di occupazionedi uno
(o qualcuno) degli stati di particella singola non �e necessariamente uno stato fondamentale. Di
conseguenzala teoria formulata comesopranon si presta al calcolodellederivate rispetto al numero
di occupazione.La generalizzazionedovuta a Janak passaattra versola intro duzione di numeri di
occupazionen i per ciascunodegli stati, e la conseguente de�nizione di una densit�a di carica

� (r ) =
NX

i =1

ni j i (r )j2 (7.5)

79
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Cos�� �e ragionevolepensarecheuna soluzioneauto-consistente delleequazioni(7:2) con la condizione
(7:5) per quasi ogni collezionedei numeri di occupazionen i , non necessariamente interi. De�nito
allora

~T �
X

i

ni t i (7.6)

�ssato un qualsiasi insiemedi n i la soluzioneautoconsistente delle equazioni (7:2) e (7:5) render�a
stazionario il funzionale

~E � ~T + U[� ] + Exc [� ] (7.7)

dove U e Exc dipendonodai n i attra verso la densit�a di carica, (7:5). ~E non �e uguale all' Energia
total e, in generale,dato che Ts[� ] 6= ~T per una generica collezione dei n i . Quando per�o gli n i

hanno la forma della distribuzione di Fermi-Dirac ~E assumelo stessovalore numerico dell'Energia
total e E per costruzione. L'equazione7:7 de�nisce una quantit�a che �e funzione continua degli n i ,
stazionaria rispetto ad una variazione della densit�a elettronica per un arbitrario insieme degli n i

(ammessoche sianosoddisfatte le equazioni(7:2) e (7:5)), e assumevalori uguali all' Energia total e
vera ogniqualvolta n i assumela forma della distribuzione di Fermi.

Ora, consideriamola variazionedi ~E rispetto a uno degli n i , risolvendoin modo auto-consistente
le equazioni(7:2) e (7:5). Dall'equazione (7:7) si ha

@~E
@n i

= t i +
X

j

nj
@t j

@n i
+

Z
(VH + vxc )

0

@j i j2 +
X

j

nj
@j i j2

@n i

1

A dr (7.8)

Sostituendo l'equazione(7:4) in questa, si ha

@~E
@n i

= � i +
X

j

nj

�
@t j

@n i
+

Z
(VH + vxc )

@j i j2

@n i
dr

�
(7.9)

Ma, sempresecondol'equazione(7:4),

@t j

@n i
=

Z
@ �

j

@n i
(�r 2) j dr + c:c:) (7.10)

Sostituendo quest'ultima nell'equazione(7:9) si ottiene ancora

@~E
@n i

= � i +
X

j

nj

� Z
@ �

j

@n i
(�r 2 + VH + vxc ) j dr + c:c:

�
(7.11)

Ma per l'equazione(7:2), poich�e si tratta di soluzioni auto-consistenti delle equazioni(7:2) e (7:5),
l'ultimo termine diventa

X

j

nj � j
@

@n i

Z
j j j2dr = 0 (7.12)

poich�e gli autostati  i sononormalizzati. Si ottiene cos�� la relazionecercata:

@~E
@n i

= � i (7.13)

a prescinderedalla forma particolare di Exc .

Seora consideriamola variazione di ~E rispetto alla variazione simultanea di alcuni n i , sotto la
condizioneche

KX

i

ni = n (7.14)
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con il vincolo ulteriore che
f i :=

ni

n
= cost 8i = 1:::K ; (7.15)

possiamorip etere il ragionamento per ricavare @~E
@n .

@~E
@n

=
X

i

t i
dni

dn
+

X

i;j

nj
@t j

@n i

dni

dn
+

X

i

Z
(VH + vxc )

0

@j i j2 +
X

j

nj
@j k j2

@n i

1

A dni

dn
dr (7.16)

Ricordando che per t i vale semprela relazione(7:4), e sostituendola nella (7:16), si ottiene

@~E
@n

=
X

i

dni

dn

2

4� i �
X

j

nj
@t j

@n i
+

Z
(VH + vxc )

0

@
X

j

nj
@j j j2

@n i

1

A dr

3

5 (7.17)

Ovviamente vale anche la relazione

dtj

dn
=

@t j

@n i

dni

dn
=

� Z @ �
j

@n i
(�r 2) j

�
dni

dn
+ c:c: (7.18)

e quindi in�ne

@~E
@n

=
X

i

dni

dn

2

4� i �
X

j

nj

� Z
@ �

j

@n i
(�r 2 + VH + vxc ) j + c:c:

�
3

5 (7.19)

e per la (7:2)

@~E
@n

=
X

i

dni

dn

2

4� i �
X

j

nj � j
@

@n i

Z
j j j2dr

3

5 (7.20)

e questo,poich�e gli autostati di singola particella sononormalizzati, porta alla forma de�nitiv a

@~E
@n

=
X

i

� i
dni

dn
: (7.21)

7.2 App endice B: matrici dei multipletti

Le matrici Hmult [n; � ; S] i cui autovalori danno i contributi delle energiedei multipletti per uno
stato ad n buche di simmetria globale � e spin S, in funzione dei parametri F2:::F5 si possono
scrivere come combinazione lineare di quattro matrici numeriche, con come coe�cien ti gli stessi
parametri coulombiani:

Hmult [n; � ; S] =
5X

i =2

Fi M i [n; � ; S]: (7.22)

In questo modo �e possibile anche isolare l'e�etto di un singolo parametro sui multipletti, con-
siderandouna combinazione lineare in cui un solo parametro �e diversoda zero, e diagonalizzando
la matrice corrispondente. Per ottenere gli spettri rip ortati nel testo, si sono sostituiti nell'equa-
zione (7.22) ai parametri coulombiani i valori ottenuti con il calcolo DFT, e si sonodiagonalizzate
numericamente le matrici cos�� ottenute.

Riportiamo nel seguito le matrici M i [n; � ; S]:
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M 2[3; Hu ; 1=2] =

0
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dalla diagonalizzazionedi blocchi 2 � 2:

� 1 =
1
6

�
4F 2

2 � 12F2F3 + 9F 2
3 + 4F2F4 � 6F3F4 + F 2

4 + 9F 2
5

� 1=2
(7.23)

� 2 =
1
12

�
4F 2

2 + 12F2F3 + 9F 2
3 � 20F2F4 � 30F3F4 + 25F 2

4 + 300F 2
5

� 1=2
(7.24)

� 3 =
1
12

�
4F 2

2 + 36F2F3 + 81F 2
3 � 44F2F4 � 198F3F4 + 121F 2

4 + 288F 2
5

� 1=2
(7.25)

� 4=5 =
1
24

�
964F 2

2 � 324F2F3 + 81F 2
3 � 1604F2F4 + 162F3F4 + 721F 2

4 (7.26)

� 984
p

5F2F5 � 108
p

5F3F5 � 876
p

5F4F5 + 1332F 2
5

i 1=2
: (7.27)

7.3 App endice C: tavola delle abbreviazioni

Nel seguito riassumiamogli acronimi e le abbreviazioni utilizzate nel testo.

Acronimo

e-e elettrone-elettrone
e-ph elettrone-fonone
DFT Density Functional Theory
FET Field E�ect Transistor
H-K Hohenberg-Kohn
HOMO Highest Occupied Molecular Orbital
I h Gruppo Icosaedrico
HF Hartree-Fock
JT Jahn-Teller
KS Kohn-Sham
L(S)DA Local (Spin) Density Approximation
LUMO Lowest Unoccupied Molecular Orbital
MO Molecular Orbital
PBC Periodic Boundary Condition
SCF Self Consistent Field
SIC Self Interaction Correction
TD-DFT Time Dependent - Density Functional Theory

Tabella 7.1: Sigle e abbreviazioni utilizzate nel testo.
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